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4. Η ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ ΣΤΟ ΧΩΡΟ 
 
ΠΟΛΥΕ∆ΡΑ 
Στις τρεις διαστάσεις, η συµµετρία έχει την πιο ενδιαφέρουσα εφαρµογή της 
στα πολύεδρα και δη τα κανονικά. Σε αυτό το κεφάλαιο θα πραγµατευθούµε τα 
κανονικά πολύεδρα, την ιστορική τους διαδροµή και θα ασχοληθούµε µε τις 
συµµετρίες κάποιων από αυτά. Τέλος, θα γίνει µια προσπάθεια να 
σκιαγραφηθεί η εµφάνισή τους στην τέχνη, την αρχιτεκτονική και τη φύση. 
Πολύεδρο, στη γεωµετρία, είναι ένα στερεό που περικλείεται από επίπεδες 
επιφάνειες µε κάθε επιφάνεια να ορίζεται από ευθύγραµµα τµήµατα. Με άλλα 
λόγια πολύεδρο είναι ένα στερεό που περιβάλλεται από πολύγωνα. Κάθε µία 
από τις επίπεδες επιφάνειες λέγεται έδρα και κάθε ένα από τα ευθύγραµµα 
τµήµατα των πολυγώνων λέγεται ακµή. Το σηµείο τοµής δύο ακµών λέγεται 
κορυφή. Στο σχήµα 1 βλέπουµε ένα παράδειγµα πολύεδρου: µια πυραµίδα µε 
µια τετράγωνη έδρα-βάση και τρεις τριγωνικές πλευρικές έδρες.  

 



Ένα κυρτό πολύεδρο είναι το πολύεδρο στο οποίο µια ακµή µεταξύ δύο 
κορυφών περνά µόνο από σηµεία που είτε βρίσκονται σε έδρα του πολύεδρου 
είτε στο εσωτερικό του. 
Ένα κυρτό πολύεδρο θα λέγεται κανονικό όταν όλες οι έδρες του είναι κανονικά 
πολύγωνα, ίσα µεταξύ τους. ∆ηλαδή ένα κανονικό πολύεδρο ένα στερεό που 
έχει ίσες τις έδρες του, ίσες ακµές, ίσες στερεές γωνίες και επιπλέον 
εγγράφεται σε σφαίρα. Σε αντίθεση µε τα κανονικά πολύγωνα, που είναι 
άπειρα σε αριθµό αφού για κάθε ακέραιο ν µπορούµε να κατασκευάσουµε 
αντίστοιχο κανονικό ν-γωνο, τα κανονικά πολύεδρα είναι πεπερασµένου 
πλήθους. Τα µόνα κανονικά πολύεδρα είναι πέντε, των οποίων τα ονόµατα και 
οι λεπτοµέρειες τους αναγράφονται στον πίνακα 1. Παρατηρούµε ότι ο κύβος 
έχει έδρες τετράγωνα και το δωδεκάεδρο πεντάγωνα ενώ τα υπόλοιπα τρία 
έχουν έδρες ισόπλευρα τρίγωνα. 

ΠΛΑΤΩΝΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ 

 Κορυφές Ακµές / ανά 
κορυφή 

Έδρες / ανά 
κορυφή 

Τετράεδρο 4 6 
(3 ανά κορυφή) 

4 ίσα τρίγωνα 
(3 ανά κορυφή) 

Οκτάεδρο 6 12 
(4 ανά κορυφή) 

8 ίσα τρίγωνα 
(4 ανά κορυφή) 

Κύβος 8 12 
(3 ανά κορυφή) 

6 τετράγωνα 
(3 ανά κορυφή) 

Εικοσάεδρο 12 30 
(5 ανά κορυφή) 

20 ίσα τρίγωνα 
(5 ανά κορυφή) 

∆ωδεκάεδρο 20 30 
(3 ανά κορυφή) 

12 πεντάγωνα 
(3 ανά κορυφή) 



Πίνακας 1 
 

Για κανονικά πολύεδρα, η αλγεβρική σχέση που συνδέει τις κορυφές κ, τις 
ακµές α και τις έδρες ε είναι . Για παράδειγµα, ο κύβος έχει 6 
έδρες, 8 κορυφές και 12 ακµές που µας δίνει . Η σχέση αυτή 
λέγεται χαρακτηριστική Euler της επιφάνειας ενός πολύεδρου.  
Στο παρακάτω σχήµα [Β-Ε] φαίνονται και τα πέντε κανονικά πολύεδρα: 

 
Μερικές φορές για λόγους συστηµατοποίησης ένα πολύεδρο αναφέρεται µε 
ένα ζεύγος αριθµών ( j, n) όπου j είναι j οι ακµές που συµπίπτουν σε κάθε 
κορυφή και n το πλήθος των ακµών κάθε έδρας, δηλαδή ο αριθµός 3 για 
τρίγωνα, 4 για τετράγωνα και 5 για πεντάγωνα. 
Παρακάτω παραθέτουµε µια απόδειξη του γεγονότος ότι υπάρχουν µόνο 5 
κανονικά πολύεδρα. 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
Από τον ορισµό της κανονικότητας είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι όλες οι 
έδρες ενός πλατωνικού στερεού πρέπει να αποτελούν ίσα κανονικά 
για ένα κατάλληλο n, και ότι όλες οι κορυφές πρέπει να ανήκουν σε ίδιο 



πλήθος j από . Επειδή το άθροισµα των επίπεδων γωνιών σε µια 
κορυφή κυρτού πολύεδρου είναι µικρότερο από και επειδή κάθε γωνία 

κανονικού είναι , έπεται ότι 

. Τουτέστιν, οι µόνες δυνατότητες του 
ζεύγους (j, n) είναι οι εξής: (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3) και (5, 3). Μπορεί να 
επιβεβαιωθεί ότι κάθε ένα από αυτά τα ζεύγη αντιστοιχίζεται σε ένα πλατωνικό 
στερεό, συγκεκριµένα στο τετράεδρο, στον κύβο, στο δωδεκάεδρο, στο 
οκτάεδρο και στο εικοσάεδρο. Παρόµοια επιχειρηµατολογία µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό των Αρχιµήδειων Στερεών καθώς και 
αλλού. 
Σχετικά µε την ιστορική προέλευση, ο Weyl [Β1-σελ 98] διαπιστώνει ότι η 
ύπαρξη των τριών πρώτων πολύεδρων είναι περίπου προφανής γεωµετρικά. 
Για το εικοσάεδρο και το δωδεκάεδρο γράφει: «Αλλά η ανακάλυψη των δύο 
τελευταίων είναι βέβαια µία από τις ωραιότερες και µοναδικές που έγιναν σε 
ολόκληρη την ιστορία των µαθηµατικών. Με αρκετή βεβαιότητα µπορεί να 
αποδοθεί στους Έλληνες αποίκους της κάτω Ιταλίας.» Συγκεκριµένα, η 
κατασκευή και η εγγραφή σε σφαίρα του οκτάεδρου και του εικοσάεδρου 
αποδίδεται από τον ανώνυµο σχολιαστή των Στοιχείων του Ευκλείδη στον 
Θεαίτητο (415-369 π.Χ.) Αθηναίο µαθηµατικό, µαθητή του πυθαγόρειου 
Θεόδωρου του Κυρηναίου, που υπήρξε φίλος του Πλάτωνα. [Β-1] Ο Weyl 
πιστώνει στον Θεαίτητο και την πρώτη ακριβή κατασκευή δωδεκάεδρου. 
  
ΤΑ ΠΟΛΥΕ∆ΡΑ ΣΤΗ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΑ - ΠΛΑΤΩΝΙΚΑ ΣΩΜΑΤΑ 
Όπως έχουµε ξαναπεί, τα κανονικά πολύεδρα συχνά λέγονται και Πλατωνικά 
Σώµατα, επειδή ο Πλάτωνας είναι ο πρώτος, απ’ όσο γνωρίζουµε, που δίνει 
ένα συστηµατικό τρόπο κατασκευής τους και µάλιστα τα χρησιµοποιεί σαν 
µέρος της κοσµολογίας του. Συγκεκριµένα, στον διάλογο «Τίµαιος», που κατά 
πάσα πιθανότητα ανήκει στα ύστερα έργα του µαζί µε το διάλογο «Κριτίας», ο 
Πλάτωνας, µέσω του κεντρικού «οµιλητή» Τίµαιου, πραγµατεύεται 
συστηµατικά τον φυσικό κόσµο και ιδιαίτερα την δηµιουργία του. Ο Τίµαιος, 
ανάµεσα στα άλλα θέµατα που θίγει στον µακροσκελή µονόλογό του, επιχειρεί 
να µαθηµατικοποιήσει τη φύση. Περιγράφει τα έργα του ∆ηµιουργού και τα 
γενικά χαρακτηριστικά του κόσµου που Αυτός δηµιούργησε, µε βάση ένα 
ιδεατό υπόδειγµα, βάζοντας τάξη στο προϋπάρχον χαοτικό υλικό. Εκεί 
διηγείται πως «το σώµα του κόσµου δηµιουργήθηκε από τέσσερα στοιχεία που 
συνδέονται µε δεσµούς γεωµετρικής αναλογίας» [Β-6].  



Η ιδέα, ότι όλα τα υλικά πράγµατα συντίθενται από αυτά τα τέσσερα 
πρωταρχικά στοιχεία, αποδίδεται στον προγενέστερό Εµπεδοκλή, Έλληνα 
φιλόσοφο, ποιητή και πολιτικό [493-433 π.Χ.] που γεννήθηκε στον Ακράγαντα 
της Σικελίας και ήταν µαθητής του Πυθαγόρα και του Παρµενίδη. Ο 
Εµπεδοκλής θεωρούσε πως τίποτε δεν δηµιουργείται ούτε καταστρέφεται αλλά 
εν µέρει µετασχηµατίζεται, µε βάση την αναλογία των βασικών συστατικών 
µεταξύ τους τα οποία ήταν η φωτιά, ο αέρας, το νερό και η γη [Β-Β] αλλά ο 
Πλάτων επιχειρεί να αιτιολογήσει µε µαθηµατικό συλλογισµό την ύπαρξη, τον 
αριθµό και την αµοιβαία σύνδεσή τους. Γράφει πως ότι είναι σώµα, δηλαδή ότι 
έχει όγκο, οφείλει να αποτελείται από φωτιά, για να είναι ορατό, και γη για να 
είναι στερεό. ∆ύο πράγµατα είναι ωστόσο αδύνατον να συνδεθούν χωρίς την 
παρουσία ενός τρίτου, που θα λειτουργήσει ως συνδετικός κρίκος [Β-6, 32 β]. 
Και ο πιο ωραίος δεσµός, σύµφωνα µε τον Τίµαιο, είναι η γεωµετρική 
αναλογία. «Ας πάρουµε τρεις αριθµούς ή τρεις όγκους ή τρεις δυνάµεις [α,µ,β] 

τέτοιους ώστε ο ένας να είναι µέσος των άλλων, δηλαδή , οπότε και 

αντιστρόφως θα ισχύει ότι . Τότε εάν εναλλάξουµε θέσεις στα άκρα α, β 
και στον µέσο µ, θα εξακολουθήσουν κατ’ ανάγκη να ισχύουν οι ίδιες σχέσεις, 
κάτι που σηµαίνει ότι συναποτελούν όλοι µια ενότητα. [Β-6, σελ 205] Οι 
γεωµετρικοί µέσοι είναι πιθανότατα πυθαγόρειας προέλευσης [Β-6] και ο 
Πλάτων τους χρησιµοποιεί για να εξηγήσει την παρουσία δύο ακόµη στοιχείων 
που χρησιµεύουν για να συνδέουν, ωσάν γεωµετρικοί µέσοι τη γη και τη 
φωτιά. Αυτά είναι το νερό και ο αέρας. Έτσι, σύµφωνα µε τον Πλάτωνα, ο 
Θεός έφτιαξε το σώµα του κόσµου, οτιδήποτε είναι ορατό και απτό, µε την 

εξής αναλογία των τεσσάρων στοιχείων  [Β-6] 
Συνεχίζοντας, ο Τίµαιος δίνει στο σώµα του κόσµου το σχήµα της σφαίρας, 
γιατί στο έµβιο ον που θα περιλάβει όλα τα άλλα ταίριαζε εκείνο το σχήµα που 
περικλείει όλα τα υπόλοιπα σχήµατα. Επιπλέον εκθειάζει τη συµµετρία της 
σφαίρας αποκαλώντας την «πάντων τελεώτατον οµοιότατον τε αυτό εαυτώ 
σχηµάτων», δηλαδή το πιο πλήρες, σε αντιστοιχία µε την πληρότητα του 
σύµπαντος, και πιο οµοιόµορφο σχήµα και επιπλέον δηλώνει ότι χίλιες φορές 
πιο ωραίο είναι το οµοιόµορφο από το ανοµοιόµορφο («µυρίω κάλλιον όµοιον 
ανοµοίον») [Β-6, 33b] Τα σχήµατα που περικλείονται στη σφαίρα είναι 
ακριβώς τα κανονικά πολύεδρα, τα πλατωνικά στερεά. Μια άλλη εξήγηση της 
απόδοσης της σφαίρας στο σώµα του κόσµου είναι, σύµφωνα µε τον Πρόκλο, 
ότι η σφαίρα έχει τον µεγαλύτερο όγκο από όλα τα στερεά µε το ίδιο εµβαδόν 
[Β-6, σελ 366] 



Τα τέσσερα στοιχεία τώρα, από τα οποία δηµιουργείται το κάθε τι, είναι 
στερεά σώµατα, οπότε, γράφει ο Πλάτων, θα περικλείονται από επίπεδες 
επιφάνειες που µε τη σειρά τους θα δηµιουργούνται από τρίγωνα. [B-6, 53c] 
Όλα τα τρίγωνα συντίθεται από δύο είδη στοιχειωδών τριγώνων: το ορθογώνιο 
ισοσκελές και το ορθογώνιο σκαληνό. Από όλα τα ορθογώνια σκαληνά 
προκρίνει αυτό που έχει την υποτείνουσα διπλάσια από την µικρότερη κάθετη, 
δηλαδή το µισό ισόπλευρο τρίγωνο, όπως στο σχήµα. 

 
Έτσι, ο Πλάτων θεωρεί ότι σε τελευταία ανάλυση τα πάντα συντίθενται από 
δύο είδη ορθογωνίων τριγώνων, το ισοσκελές και το µισό ισόπλευρο. Ο λόγος 
για τον οποίο επιλέγει αυτά είναι πιθανότατα η συµµετρική διαιρετότητά τους, 
ότι δηλαδή µπορούν να υποδιαιρεθούν δίχως όριο σε µικρότερα τρίγωνα τα 
οποία πάντα διατηρούν την ίδια αναλογία πλευρών [Β-6, σελ 450]. Με αυτόν 
το τρόπο ίσως να επεδίωκε να κρατήσει σταθερή την αναλογία, οπότε τα 
«ατοµικά» τρίγωνα είναι θεµελιώδη για την εξήγηση όχι της σύστασης των 
αισθητών σωµάτων αλλά της διάταξης τους. Γι’ αυτό και πουθενά ο Τίµαιος 
δεν αναφέρεται σε µεγέθη.  
Κατόπιν, δίνει τον γεωµετρικό τρόπο κατασκευής, από αυτά τα στοιχειώδη 
τρίγωνα, των τεσσάρων κανονικών πολύεδρων: του τετράεδρου, του 
οκτάεδρου του εικοσάεδρου και του κύβου. Τα τρία πρώτα κατασκευάζονται 
από το ορθογώνιο σκαληνό του σχήµατος, ενώ ο κύβος από το ορθογώνιο 
ισοσκελές. Για το πέµπτο κανονικό στερεό, το δωδεκάεδρο, µας δίνει 
ελάχιστες πληροφορίες λέγοντας ότι αυτήν την κατασκευή ο Θεός την 
προέβαλε στο σύµπαν και το διακόσµησε περιχαράσσοντας το µε αυτή «έτι δε 
ούσης συστάσεως µιας πέµπτης, επί το πάν ο θεός αυτή κατεχρήσατο εκείνο 
διαζωγραφών» [B6-55c]. 
  
  
ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΩΝ ΠΟΛΥΕ∆ΡΩΝ ΑΠΟ ΤΟΝ ΠΛΑΤΩΝΑ 



Για παράδειγµα, η γεωµετρική κατασκευή του κανονικού τετράεδρου έχει ως 
εξής: δύο σκαληνά ορθογώνια τρίγωνα συνενώνονται στις υποτείνουσές τους 
σχηµατίζοντας τραπέζιο και αυτό επαναλαµβάνεται τρεις φορές. Τρία τέτοια 
τραπέζια συνθέτονται έτσι ώστε οι υποτείνουσες και οι µικρότερες πλευρές 
[των τριγώνων] να ενωθούν στο ίδιο κεντρικό σηµείο. Οπότε δηµιουργείται το 
ισόπλευρο τρίγωνο του σχήµατος, που αποτελείται από έξι στοιχειώδη 
ορθογώνια σκαληνά. [B6-54e] Είναι βέβαια άξιο απορίας γιατί χρησιµοποιεί 
έξι τέτοια τρίγωνα για να κατασκευάσει το ισόπλευρο αφού το τελευταίο 
µπορεί να σχηµατιστεί µόνο από δύο. 

 
Με βάση αυτό το ισόπλευρο τρίγωνο ο Τίµαιος κατασκευάζει το τετράεδρο 
όπως και άλλα δύο πολύεδρα, το οκτάεδρο και το εικοσάεδρο. «Στη συνέχεια, 
παίρνουµε τέσσερα τέτοια ισόπλευρα τρίγωνα και τα συνθέτουµε κατά τέτοιο 
τρόπο ώστε οι επίπεδες γωνίες τους να σχηµατίζουν ανά τρεις µια στερεά 
γωνία, το µέγεθος της οποίας προσεγγίζει οριακά την αµβλύτερη επίπεδη 
γωνία. Όταν δηµιουργηθούν τέσσερις τέτοιες γωνίες έχουµε κατασκευάσει το 
πρώτο είδος στερεού, που διαιρεί την περιγεγραµµένη σφαίρα σε τέσσερα ίσα 
και όµοια µέρη» [Β-6, 55]. Αυτό είναι το κανονικό τετράεδρο. Με ανάλογους 
συλλογισµούς και χρησιµοποιώντας το ίδιο ισόπλευρο τρίγωνο περισσότερες 
φορές και σε περισσότερες γωνίες, ο Τίµαιος κατασκευάζει το οκτάεδρο και το 
εικοσάεδρο. 



 
  
Αντίθετα για το εξάεδρο, δηλαδή τον κύβο, και µόνον γι’ αυτόν χρησιµοποιεί 
το ορθογώνιο ισοσκελές τέσσερις φορές για να κατασκευάσει ένα τετράγωνο 
όπως στο σχήµα. «Τέσσερα ισοσκελή τρίγωνα συνενώθηκαν φέρνοντας τις 
ορθές τους γωνίες στο κέντρο και σχηµάτισαν ένα ισόπλευρο τετράγωνο». [Β-
6, 55b] 

 
Συνδυάζοντας σε ορθές γωνίες έξι τέτοιες έδρες κατασκευάζει τον κύβο. «Η 
σύνθεση έξι τέτοιων τετραγώνων απέδωσε οκτώ στερεές γωνίες που 
αποτελούνται από τρεις επίπεδες ορθές…». [B6-55c] 



 
  
  
∆ΙΑΝΟΜΗ ΤΩΝ ΣΤΕΡΕΩΝ ΣΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 
Έχοντας κατασκευάσει τα τέσσερα αυτά πολύεδρα ο Πλάτων τα διένειµε στη 
φωτιά, τη γη, το νερό και τον αέρα, χρησιµοποιώντας λογικοφανείς εξηγήσεις. 
Στη φωτιά έδωσε το τετράεδρο επειδή είναι «το πιο ευκίνητο, το πιο κοφτερό 
και οξύ προς κάθε κατεύθυνση και το πλέον ελαφρύ, αφού αποτελείται από τον 
µικρότερο αριθµό ίσων µερών» [Β6-56b]. Με όµοιο σκεπτικό, έδωσε στη γη τη 
µορφή του κύβου επειδή είναι η πιο δυσκίνητη και πιο η πιο εύπλαστη, στον 
αέρα έδωσε το σχήµα του οκτάεδρου επειδή είναι το ενδιάµεσο τόσο σε 
µέγεθος όσο και σε οξύτητα, ενώ στο νερό αντιστοίχισε το εικοσάεδρο, για το 
οποίο γράφει πως είναι το µεγαλύτερο σε µέγεθος και το λιγότερο οξύ.  
Με την ιδέα ότι τα τέσσερα στερεά σχηµατίζονται από στοιχειώδη τρίγωνα και 
µάλιστα από δύο είδη, ο Πλάτων δικαιολογεί την άποψή του πώς τρία µόνο 
από τα πολύεδρα, το τετράεδρο, το εικοσάεδρο και το οκτάεδρο έχουν τη 
δυνατότητα να µετασχηµατίζονται αµοιβαία. Πρόκειται για την ιδέα της 
µετάβασης από µείζονα σε σµικρά και αντίστροφα [Β-6, σελ 439]. Μικρότερος 
αριθµός µεγαλύτερων σωµάτων, π.χ. νερού αποσυντίθεται στα συστατικά του 
σκαληνά τρίγωνα τα οποία συντίθενται σε µεγάλο αριθµό µικρών σωµάτων, 
όπως η φωτιά. Αντίστροφα, µεγάλος αριθµός µικρών µορίων αποσυντίθενται 
στα στοιχειώδη σκαληνά τρίγωνα τα οποία µε τη σειρά τους διαρθρώνονται 
κατάλληλα ώστε να σχηµατίσουν ένα µεγάλο µόριο άλλου είδους όπως του 
νερού. Αντίθετα, ο Πλάτων πιστεύει ότι «είναι αδύνατο στα µέρη της γης να 
µετασχηµατιστούν σε µέρη άλλου είδους» [Β-6, 56d], επειδή στο στοιχείο της 
γης έχει αποδώσει τον κύβο που παράγεται από διαφορετικό είδος τριγώνου, το 
ισοσκελές. 
  
  



∆ΥΪΣΜΟΣ ΤΩΝ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΠΟΛΥΕ∆ΡΩΝ 
Η άποψη του Πλάτωνα είναι λανθασµένη όσον αφορά τα γεωµετρικά σχήµατα 
που κατασκευάζει. Στην πραγµατικότητα, ο κύβος και το οκτάεδρο είναι 
αλληλοπαραγόµενα, δηλαδή ο κύβος µετασχηµατίζεται µε λογικό τρόπο σε 
οκτάεδρο και αντίστροφα. Το φαινόµενο αυτό λέγεται δυϊσµός. Τα κέντρα των 
επιφανειών του κύβου συµπίπτουν µε τις κορυφές του δυϊκού του και αν τα 
ενώσουµε τότε θα προκύψει το οκτάεδρο. ∆ηλαδή το πλήθος των εδρών 
γίνεται πλήθος κορυφών και αντίστροφα, ενώ το πλήθος των ακµών δεν 
αλλάζει αφού και τα δύο έχουν το ίδιο, όπως είδαµε στον πίνακα 1. Όµοια, το 
εικοσάεδρο µε το δωδεκάεδρο είναι ζεύγος δυϊκών στερεών. Αν πάρουµε τα 
κέντρα των είκοσι εδρών του εικοσάεδρου και τα ενώσουµε θα προκύψει το 
δωδεκάεδρο µε τις είκοσι κορυφές. Αντίστροφα, τα κέντρα των εδρών του 
δωδεκάεδρου είναι οι δώδεκα κορυφές του εικοσάεδρου. Το τετράεδρο είναι 
αυτοπαραγόµενο, δηλαδή εάν ενώσουµε τα κέντρα των εδρών του, προκύπτει 
πάλι τετράεδρο. Τα σχήµατα που ακολουθούν δείχνουν ακριβώς αυτό. 

 
Ο δυϊσµός των κανονικών πολύεδρων µας επιτρέπει να συµπεράνουµε ότι κάθε 
συµµετρία ενός κανονικού πολύεδρου είναι συµµετρία και του δυϊκού του, 
αφού όπως φαίνεται και από τα παραπάνω σχήµατα κάθε ισοµετρία γνήσια ή µη 
που αφήνει αναλλοίωτο το ένα σχήµα, θα αφήνει αναλλοίωτο και το δυϊκό του. 
Άρα κάθε συµµετρία του κύβου είναι συµµετρία και του οκτάεδρου και 
αντίστροφα κάθε συµµετρία του οκτάεδρου είναι συµµετρία και του κύβου. 
Μιλώντας µε τη ορολογία του 2ου κεφαλαίου περί συµµετρίας, µπορούµε να 
πούµε ότι ο κύβος και το οκτάεδρο έχουν την ίδια οµάδα συµµετρίας, την 
οκταεδρική. Όµοια το εικοσάεδρο µε το δωδεκάεδρο ως δυικά θα έχουν τις 
ίδιες συµµετρίες, άρα και την ίδια οµάδα συµµετρίας, που λέγεται συνήθως 
εικοσαεδρική. Τέλος, το τετράεδρο, που όπως είπαµε αναπαράγει τον εαυτό 



του, έχει την τετραεδρική οµάδα συµµετρίας. O Weyl αποδεικνύει ότι αυτές οι 
τρεις οµάδες µαζί µε τις κυκλικές οµάδες των περιστροφών γύρω από έναν 

άξονα ε, και τις οµάδες , που αποτελούνται από όλες τις προηγούµενες 
γνήσιες περιστροφές και επιπλέον όλες τους κατοπτρισµούς, που στο χώρο 

ισοδυναµούν µε στροφές κατά 180 µοίρες (οπότε στο χώρο η οµάδα γίνεται 
οµάδα γνήσιων περιστροφών), συνιστούν όλες τις δυνατότητες που υπάρχουν 
για οµάδες γνήσιων µόνο ισοµετριών του χώρου. [Β-1, σελ 103, Παράρτηµα 
Α] 
Σε αντίθεση µε το επίπεδο, όπου το τρίγωνο, το τετράγωνο και το πεντάγωνο 
δεν είναι δυνατό να παραχθούν το ένα από το άλλο, στις τρεις διαστάσεις, στο 
χώρο, µπορούµε να περάσουµε από το δωδεκάεδρο ή το εικοσάεδρο στον 
κύβο, από τον κύβο στο τετράεδρο. Η Ghyka στο βιβλίο της γράφει: «Για 
παράδειγµα, οι 12 κορυφές του εικοσάεδρου, καθώς και οι 6 από τις ακµές του, 
βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια ενός νοητού κύβου. Οι 8 κορυφές αυτού του 
κύβου συµπίπτουν µε 8 κορυφές ενός δωδεκάεδρου το οποίο έχει την ακµή του 
ίση µε του εικοσαέδρου. Οι υπόλοιπες 12 κορυφές του δωδεκάεδρου και 6 από 
τις ακµές του βρίσκονται στην επιφάνεια ενός άλλου περιέχοντος κύβου, 
τέτοιου ώστε η ακµή του και η ακµή του πρώτου κύβου πρέπει να είναι σε 

αναλογία Φ= =1,618. Με τον ίδιο τρόπο, οι 6 ακµές κάθε τετραέδρου 
µπορούν να οριστούν ως διαγώνιες στις 6 έδρες ενός κύβου, και οι 4 κορυφές 
του τετραέδρου να συµπίπτουν µε 4 από τις κορυφές του κύβου (οι υπόλοιπες 4 
κορυφές του κύβου και οι 6 άλλες διαγώνιες παράγουν ακόµη ένα τετράεδρο). 
Ακόµη: οι 20 κορυφές του δωδεκάεδρου είναι επίσης οι κορυφές πέντε 
τετραέδρων, ή πέντε κύβων (2 κορυφές κύβου για κάθε κορυφή 
δωδεκάεδρου)». [Β-4[ 
  
ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ 
Τα πέντε κανονικά στερεά, πέρα από τη χρήση τους στον Πλάτωνα ως µέρος 
της κοσµολογίας του, µελετήθηκαν εκτενώς και χρησιµοποιήθηκαν κατά την 
περίοδο της αναγέννησης από τους γεωµέτρες-καλλιτέχνες λόγω της 
συµµετρίας τους. Εδώ θα προσπαθήσουµε να διερευνήσουµε τις συµµετρίες 
του κύβου και του τετράεδρου. 
  
Οι Συµµετρίες του Κύβου 
Ας ξεκινήσουµε από τον κύβο επειδή έχει το πιο οικείο σχήµα. Ο κύβος έχει 
οκτώ κορυφές και σε κάθε του κορυφή συναντώνται τρεις ακµές.  



 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΙΚΕΣ 
Στον κύβο υπάρχουν 3 κάθετες ευθείες που διέρχονται από τα κέντρα των 
εδρών του κύβου ως προς τις οποίες ο κύβος έχει 4 δυνατές περιστροφικές 
συµµετρίες σε κάθε µία. ∆ηλαδή γίνεται να περιστρέψουµε τον κύβο γύρω από 
µια τέτοια κάθετη ευθεία σε αυτόν κατά τρεις διαφορετικές γωνίες ( , , 

, ) χωρίς να αλλάξει ο προσανατολισµός του κύβου, δηλαδή θα µείνει 
αναλλοίωτος στη µορφή, όπως φαίνεται στο σχήµα. 

 
Συνολικά έχουµε 3 x 4 = 12 περιστροφικές συµµετρίες ως προς κάθε µια 
κάθετη ευθεία.  
Ακόµη υπάρχουν τέσσερις διαγώνιες ευθείες ως προς τις οποίες ο κύβος έχει 
τρεις περιστροφικές συµµετρίες για κάθε µια διαγώνιο. ∆ηλαδή µπορούµε να 
περιστρέψουµε τον κύβο, γύρω από κάθε µια τέτοια διαγώνιο, κατά τρεις 



διαφορετικές γωνίες, χωρίς να αλλάξει ο προσανατολισµός του κύβου, δηλαδή 
θα µείνει φαινοµενικά αναλλοίωτος. 

 
Συνολικά υπάρχουν 4 x 3 = 12 περιστροφικές συµµετρίες ως προς τις 
διαγώνιες αυτές. Άρα έχουµε 12 + 12 = 24 δυνατές περιστροφικές συµµετρίες 
ως προς όλες αυτές τις ευθείες.  

 
ΚΑΤΟΠΤΡΙΣΜΟΙ 
Επίσης, κάθε µια από τις κάθετες ευθείες ορίζει τέσσερα διαφορετικά και ανά 
δύο κάθετα επίπεδα ως προς το οποία ο κύβος έχει κατοπτρική συµµετρία. 
∆ηλαδή εάν τα επίπεδα αυτά τα θεωρήσουµε ως αµφίπλευρους καθρέπτες, τότε 
κάθε πλευρά του καθρέπτη θα απεικονίζει το υπόλοιπο µισό του κύβου, όπως 
στα σχήµατα που ακολουθούν. Έχουµε τέσσερις κατοπτρικές συµµετρίες για 



κάθε µια από τις τρεις κάθετες ευθείες, οπότε υπάρχουν συνολικά 3 x 4 = 12 
κατοπτρικές συµµετρίες ακόµη.  

 

 



 

 
  
Τέλος, για κάθε µια από τις τέσσερις διαγώνιες ευθείες ορίζονται τρία επίπεδα 
ανάκλασης, δηλαδή τρία επίπεδα ως προς τα οποία ο κύβος είναι αµφίπλευρα 
(κατοπτρικά) συµµετρικός, όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήµατα. Οπότε 
έχουµε ακόµη 4 x 3 = 12 κατοπτρικές συµµετρίες.  



 

 



 
Άρα συνολικά βρήκαµε 12 + 12 + 12 + 12 = 48 συµµετρίες, εκ των οποίων οι 
24 είναι περιστροφικές και άλλες τόσες είναι κατοπτρικές. 
Όπως έχουµε πει προηγουµένως, οι συµµετρίες του κύβου σχηµατίζουν οµάδα, 
την λεγόµενη οκταεδρική µε τάξη 48 [O Weyl λεει 24].  
  
  
Οι συµµετρίες του τετράεδρου 
Το τετράεδρο έχει, όπως έχουµε δει, τέσσερα ίσα ισόπλευρα τρίγωνα ως έδρες 
και 4 κορυφές που σε κάθε µια προσπίπτουν 3 ακµές. Οι δυνατές συµµετρίες 
του τετράεδρου, µε ανάλογο τρόπο όπως στον κύβο, είναι περιστροφές και 
ανακλάσεις.  



 
  
  
  

 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΕΣ 
Το κέντρο κάθε έδρας και η απέναντι από αυτήν κορυφή ορίζουν έναν άξονα 
περιστροφής γύρω από τον οποίο το τετράεδρο έχει τριπλή περιστροφική 



συµµετρία. Προφανώς, υπάρχουν 4 τέτοιοι άξονες περιστροφικής συµµετρίας, 
ε1, ε2, ε3, ε4, όπως φαίνεται στο σχήµα. 

 

Για κάθε έναν άξονα υπάρχουν τρεις δυνατές γωνίες ( ) κατά τις 
οποίες γίνεται να στρέψουµε το τετράεδρο γύρω από τον άξονα περιστροφής 
χωρίς να αλλάξει ο προσανατολισµός του σχήµατος.  

 
Συνολικά, έχουµε 4 * 3 = 12 περιστροφικές συµµετρίες. 
Ακόµη, σε κάθε ένα τέτοιο άξονα αντιστοιχούν 3 επίπεδα κατοπτρισµού, 
δηλαδή 3 επίπεδα ως προς το οποία το τετράεδρο είναι αµφίπλευρα 
κατοπτρικό. Το παρακάτω σχήµα υποδεικνύει ακριβώς τις τρεις κατοπτρικές 



συµµετρίες που αντιστοιχούν σε έναν από τους άξονες συµµετρίας του 
τετράεδρου. 

 
Σε κάθε άξονα αντιστοιχούν 3 κατοπτρισµοί, οπότε έχουµε 4 * 3 = 12 
κατοπτρισµούς συνολικά.  
Συνολικά, η οµάδα των συµµετριών του κανονικού τετράεδρου, η τετραεδρική, 
έχει τάξη 12 + 12 = 24 στοιχεία.  
Με παρόµοιους συλλογισµούς µε τους παραπάνω προκύπτει ο εξής πίνακας 
των συµµετριών των πλατωνικών σωµάτων: 

ΣΩΜΑΤΑ ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ ΟΜΑ∆Α 
ΣΥΜΜΕΤΡΙΩΝ 

Τετράεδρο 24 Τετραεδρική 

Κύβος 48 Οκταεδρική 

Οκτάεδρο 48 Οκταεδρική 

∆ωδεκάεδρο 120 Εικοσαεδρική 

Εικοσάεδρο 120 Εικοσαεδρική 



  
  
∆ΥΙΣΜΟΣ ΚΥΒΟΥ ΟΚΤΑΕ∆ΡΟΥ 
Όπως αναφέραµε και προηγούµενα, τα κανονικά πολύεδρα εµφανίζουν το 
φαινόµενο του δυϊσµού. Συγκεκριµένα, ο κύβος έχει δυϊκό αντίστοιχο το 
οκτάεδρο και το εικοσάεδρο αντιστοιχίζεται µε το δωδεκάεδρο, ενώ το 
τετράεδρο παράγει τον εαυτό του.  

 
Βάσει αυτής της ιδιότητας, τα δυικά πολύεδρα έχουν το ίδιο αριθµό 
συµµετριών, αφού κάθε µετασχηµατισµός που αφήνει απαράλλαχτο ένα 
πολύεδρο, θα κάνει το ίδιο και για το δυικό του. Οπότε περιµένουµε ότι το 
οκτάεδρο θα έχει τις ίδιες συµµετρίες µε τον κύβο ποιοτικά και ποσοτικά, που 
σηµαίνει ότι θα έχει την ίδια οµάδα συµµετρίας, την οποία ονοµάζουµε 
οκταεδρική. Αυτό θα δείξουµε αµέσως τώρα. 
Το οκτάεδρο έχει τόσες κορυφές όσες και οι έδρες του κύβου, δηλαδή έξι. 
Επιπλέον σε κάθε κορυφή συµπίπτουν τέσσερις ακµές. Αν θεωρήσουµε την 
ευθεία που διέρχεται από δύο αντι-διαµετρικές κορυφές του, και η οποία 
προφανώς διέρχεται από τα κέντρα των αντίστοιχων εδρών του 
περιγεγραµµένου κύβου, όπως στο πιο πάνω σχήµα, τότε υπάρχουν 
φυσιολογικά τέσσερις περιστροφικές συµµετρίες γύρω από ένα τέτοιο 
κατακόρυφο άξονα κατά γωνίες , , , , που εικονίζονται στο 
ακόλουθο σχήµα:  



 
Πέραν από αυτές τις συµµετρίες, υπάρχουν και εκείνες ως προς τους τέσσερις 
διαγώνιους άξονες του κύβου που διέρχονται από τα κέντρα των παράλληλων 
εδρών του οκταέδρου. Σε κάθε τέτοιο άξονα αντιστοιχούν τρεις στροφές κατά 

, ,  αντίστοιχα. Στο σχήµα φαίνονται οι τρεις περιστροφικές 
συµµετρίες για µια τυχαία διαγώνιο.  



 
Συνολικά υπάρχουν επτά άξονες περιστροφικής συµµετρίας για το δυικό 
ζεύγος κύβος-οκτάεδρο. Οι τρεις κατακόρυφοι έχουν από τέσσερις 
περιστροφικές συµµετρίες και οι τέσσερις διαγώνιου ορίζουν από τρεις 
συµµετρίες, συνεπώς έχουµε συνολικά 12+12=24 περιστροφικές συµµετρίες. 

 
Επιπλέον, για κάθε κατακόρυφο άξονα υπάρχουν τέσσερα επίπεδα συγγραµικά 
µε αυτόν τα οποία διέρχονται επίσης από τις κορυφές από τις οποίες διέρχεται 



και η ευθεία. Τα επίπεδα αυτά θα σχηµατίζουν γωνία µεταξύ 
τους και θα ορίζουν τέσσερις κατοπτρικές συµµετρίες του οκτάεδρου, όπως 
φαίνεται στα σχήµατα: 

 

 

 



 
Προφανώς κάθε ένα από αυτά ταυτίζεται µε ένα από τα επίπεδα κατοπτρισµού 
του αντίστοιχου κύβου. 
Ενώ σε αντιστοιχία µε τους «διαγώνιους» άξονες υπάρχουν πάλι τα εξής τρία 
κατοπτρικά επίπεδα.  

 



 

 
Άρα βρήκαµε τέσσερα κατοπτρικά επίπεδα για κάθε έναν από τους τρεις 
κατακόρυφους άξονες συµµετρίας και τρία επίπεδα κατοπτρικής συµµετρίας 
για κάθε ένα από τους τέσσερις διαγώνιους άξονες περιστροφικής συµµετρίας. 



Συνολικά υπάρχουν 4*3+3*4=12+12=24 επίπεδα κατοπτρικής συµµετρίας, 
ακριβώς τα ίδια µε τον κύβο.  
Οπότε το οκτάεδρο έχει ακριβώς τόσες συµµετρίες όσες και ο δυικός του 
κύβος, δηλαδή 24 περιστροφικές και 24 κατοπτρικές, συνολικά 48 και 
αποδείξαµε ότι οι συµµετρίες αυτές είναι και ποιοτικά οι ίδιες αφού τόσο οι 
άξονες περιστροφικής συµµετρίας όσο και τα επίπεδα κατοπτρισµού του κύβου 
και του οκτάεδρου ταυτίζονται.  
  
  
ΧΡΗΣΕΙΣ & ΦΥΣΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΠΟΛΥΕ∆ΡΩΝ 
  
Όπως είδαµε στην εισαγωγή αλλά και νωρίτερα στο κεφάλαιο αυτό, τα 
πολύεδρα εµφανίζονται από την αρχαιότητα και ειδικότερα στην κοσµολογία 
του Πλάτωνα. Ο Weyl [B-1, σελ 99] αναφέρει ότι έχει διατυπωθεί η άποψη 
πως αντικειµενικός σκοπός της αρχαιοελληνικής επαγωγικής γεωµετρίας ήταν 
η κατασκευή των κανονικών πολύεδρων. Όµως προσθέτει πως η έννοια της 
λέξης συµµετρικός ήταν διαφορετική στην αρχαία ελληνική: «Στην 
συνηθισµένη χρήση, σύµµετρος σηµαίνει ανάλογος, ενώ στον Ευκλείδη είναι 
ισοδύναµο µε το δικό µας ρητόν: η πλευρά και η διαγώνιος ενός τετραγώνου 
είναι µεγέθη ασύµµετρα (άρρητα).  
Στην εισαγωγή αναφέραµε ότι κανονικό δωδεκάεδρο σώζεται από την εποχή 
της ρωµαϊκής αυτοκρατορίας. Ένα από αυτά φαίνεται ελαφρά χρωµατισµένο 
στην φωτογραφία. [Bi-2]  

 
Ο Weyl [Β-1, σελ 99] υποστηρίζει ότι χρησιµοποιούνταν σαν ζάρια και πως 
είχαν κάποια θρησκευτική σηµασία στον ετρουσκικό πολιτισµό.  
Πολλούς αιώνες µετά τον Πλάτωνα ο Kepler, πριν ανακαλύψει και διατυπώσει 
τους τρεις νόµους περί των κινήσεων των πλανητών, ήταν πεπεισµένος ότι οι 
αποστάσεις των έξι γνωστών του πλανητών (δεν είχαν ανακαλυφθεί ακόµη ο 
Ουρανός, ο Ποσειδώνας και ο Πλούτωνας) συσχετίζονταν µε τα πλατωνικά 



στερεά. Συγκεκριµένα, θεωρούσε πως σε κάθε σφαίρα που αντιστοιχούσε ένας 
πλανήτης, κατά σειρά Κρόνος, ∆ίας, Άρης, Γη, Αφροδίτη, Ερµής είναι 
διαδοχικά εγγεγραµµένο και περιγεγραµµένο ένα από τα κανονικά σώµατα 
κατά σειρά ένας κύβος, ένα τετράεδρο, ένα δωδεκάεδρο, ένα οκτάεδρο και ένα 
εικοσάεδρο, όπως φαίνεται στις παρακάτω φωτογραφίες [Bi-2]. 

 

 
Στην σχετική πραγµατεία που εξέδωσε το 1595 Mysterium Cosmographicum 
[Κοσµογραφικό Μυστήριο] ανέπτυσσε αυτήν την θεωρία του. Ακόµη 
προσπαθούσε να εξηγήσει τους λόγους που ο ∆ηµιουργός χρησιµοποιούσε τα 
συγκεκριµένα στερεά και µε την συγκεκριµένη διάταξη και επιπλέον 
παραλλήλιζε τις ιδιότητες των ουράνιων σωµάτων µε αυτές των πλατωνικών 
στερεών. 



Στο πρώτο σχήµα, η έξω σφαίρα είναι ο Κρόνος και η εσώτερη ο ∆ίας. Το 
δεύτερο είναι µια µεγέθυνση του εσωτερικού του µοντέλου. Βέβαια, το 
µοντέλο του για το ηλιακό σύστηµα είναι λάθος αφού εκτός του ότι αγνοεί την 
ύπαρξη των τριών επιπλέον πλανητών, οι διαπλανητικές αποστάσεις που 
προβλέπονται σε αυτό δεν είναι αρκετά ακριβής. Ο Kepler ήταν επιστήµονας 
και το παραδέχτηκε τελικά. [Βi-2] 
Τα κανονικά πολύεδρα εµφανίζονται, στη φύση, στους σκελετούς πολλών 
ακτινόζωων (Radiolaria) [Β-1, σελ 100]. Ειδικότερα, το οκτάεδρο, το 
εικοσάεδρο και το δωδεκάεδρο.  
Μια σηµαντική σύγχρονη εφαρµογή των πολύεδρων επινόησε ο Αµερικάνος 
µηχανικός και αρχιτέκτονας Buckminster Fuller (1895-1983), που ανέπτυξε 
τον γεωδαισιακό θόλο, το µόνο µεγάλο θόλο που µπορεί να στηριχθεί 
κατευθείαν στο έδαφος σαν πλήρης κατασκευή και το µόνο πρακτικό είδος 
κτιρίου που δεν έχει περιοριστικές διαστάσεις, δηλαδή τέτοιες πέρα από τις 
οποίες η κτιριακή αντοχή θα είναι ανεπαρκής. [B-B] 
Θεωρώντας ότι υπάρχει στη φύση ένα διανυσµατικό σύστηµα δυνάµεων που 
δίνει µέγιστη αντοχή µε τις λιγότερες κατασκευές, όπως στην περίπτωση των 
τετραεδρικών πλεγµάτων σε οργανικά στοιχεία και µέταλλα, ο Fuller σχεδίασε 
ένα διανυσµατικό σύστηµα γεωµετρίας, που αποκαλούσε "Energetic-
Synergetic geometry”. Η βασική µονάδα µέτρησης του συστήµατος αυτού 
ήταν το τετράεδρο, που σε συνδυασµό µε οκτάεδρα, σχηµατίζει τα πιο 
οικονοµικά µέτρα γεµίσµατος χώρου. Η αρχιτεκτονική συνέπεια της χρήσης 
της γεωµετρίας αυτής από τον Fuller ήταν ο γεωδαισιακός θόλος, ένα πλέγµα 
του οποίου η συνολική αντοχή αυξάνεται λογαριθµικά µε το µέγεθός του. 
Χιλιάδες τέτοιοι θόλοι έχουν κατασκευαστεί σε όλο τον κόσµο, µε τον πλέον 
διαφηµισµένο το Θόλο στην EXPO 67 στο Montreal. [B-B] 
  
   
ΜΗ ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΕ∆ΡΑ 
Εκτός από τα κανονικά πολύεδρα, που είναι κυρτά και συνεχή υπάρχουν και 
άλλα πολύεδρα τα οποία είτε είναι ηµι – κανονικά είτε δεν είναι κανονικά. 
ΑΣΤΕΡΕΣ ΠΟΛΥΕ∆ΡΑ 
Τα µη κανονικά πολύεδρα µπορούν να κατασκευαστούν από τα πέντε 
κανονικά, επεκτείνοντας τις έδρες τους µέχρι να σχηµατίσουν ένα αστέρι. Γι΄ 
αυτό καλούνται Αστέρες πολύεδρα. ∆ύο τέτοια πολύεδρα ανακαλύφθηκαν από 
τον Poinsot το 1809. Τα υπόλοιπα τα είχε βρει 200 χρόνια πριν ο Kepler. Στην 
εικόνα [ΦΠ2] φαίνονται τα 4 πολύεδρα του Kepler. 



 
Υπάρχει ένα ακόµη ψευδο- αστέρας – πολύεδρο που συντίθεται από δύο 
τετράεδρα που η κορυφή του ενός εισχωρεί από το κέντρο της έδρας του 
άλλου. Τα δύο τετράεδρα σχηµατίζουν έναν οκταεδρικό κοινό πυρήνα. Το 
στερεό αυτό λέγεται Stella Octangula του Kepler και είναι τρισδιάστατο 
αντίστοιχο του Αστέρα του ∆αυίδ του επιπέδου, που είδαµε στην εισαγωγή. 
Στην παρακάτω φωτογραφία [ΦΠ3], φαίνεται το χαρακτικό από την 
πραγµατεία του Kepler Harmonices Mundi, του 1619, όπου είναι σχεδιασµένα, 
εκτός των τεσσάρων παραπάνω αστέρων και τα πλατωνικά στερεά µε 
διακόσµηση τέτοια ώστε να αντιστοιχούν ακριβώς στα τέσσερα στοιχεία και 
στον κόσµο του Τίµαιου.  



 
Αξίζει να αναφέρουµε ότι το µικρό δωδεκάεδρο αστέρας εµφανίζεται, πολύ 
πριν του Kepler, στο µωσαϊκό της Βασιλικής του Αγίου Μάρκου στην Βενετία, 
έργο που αποδίδεται στον Paolo Uccello (1397-1475) που ήταν ένας 
Φλωρεντινός ζωγράφος και τεχνίτης µωσαϊκών που βοήθησε στην διερεύνηση 
της προοπτικής στην πρώιµη Αναγεννησιακή τέχνη. Το µωσαϊκό αυτό φαίνεται 
στην φωτογραφία.  



 
  
ΑΡΧΙΜΗ∆ΕΙΑ ΣΤΕΡΕΑ 
Ένας άλλος τρόπος να δηµιουργήσουµε µη κανονικά στερεά είναι κόβοντας τις 
γωνίες των πλατωνικών στερεών. Προκύπτουν έτσι δεκατρία ηµι-κανονικά 
στερεά, τα οποία επίσης εγγράφονται σε σφαίρα, και έχουν έδρες δύο ή τρία 
διαφορετικά είδη κανονικών πολυγώνων (τρίγωνα, τετράγωνα, πεντάγωνα, 
εξάγωνα, οκτάγωνα ή δεκάγωνα). Ο Αρχιµήδης µελέτησε τα δεκατρία αυτά 
ηµι-κανονικά πολύεδρα και γι’ αυτό φέρουν το όνοµά του.  
Τα λεπτοµερή χαρακτηριστικά τους είναι [Β-4]: 

ΗΜΙΚΑΝΟΝΙΚΑ ΑΡΧΙΜΗ∆ΕΙΑ ΣΤΕΡΕΑ 

Αριθµός 
Κορυφών 

Ακµές / ανά 
κορυφή 

Πλήθος & είδος εδρών 

12 18 / 3 4 εξάγωνα, 4 τρίγωνα 

12 24 / 4 6 τετράγωνα, 8 τρίγωνα 



30 60 / 4 12 πεντάγωνα, 20 
τρίγωνα 

24 36 / 3 8 εξάγωνα, 6 τετράγωνα 

24 36 / 3 6 οκτάγωνα, 8 τρίγωνα 

60 90 / 3 20 εξάγωνα, 12 
πεντάγωνα 

60 90 / 3 12 δεκάγωνα, 20 
τρίγωνα 

24 48 / 4 18 τετράγωνα, 8 τρίγωνα 

60 120 / 4 12 πεντάγωνα, 30 
τετράγωνα και 20 
τρίγωνα 

48 72 / 3 6 οκτάγωνα, 8 εξάγωνα 
και 12 τετράγωνα 

120 180 / 3 12 δεκάγωνα, 20 
εξάγωνα και 30 
τετράγωνα 

24 60 / 5 6 τετράγωνα, 32 τρίγωνα 

60 150 / 5  12 πεντάγωνα, 80 
τρίγωνα 

Η εξίσωση του Euler ισχύει και στην περίπτωση των κορυφών, των 
εδρών και των ακµών των δεκατριών Αρχιµήδειων στερεών.  



Στην Αναγέννηση οι µεγάλοι καλλιτέχνες – Γεωµέτρες ενδιαφερόντουσαν για 
αυτά, όπως και για τα πέντε κανονικά πλατωνικά στερεά αλλά και τα 
πολύεδρα-αστέρες. Στα 1492 ο Pier Della Francesca αφιέρωσε την πραγµατεία 
του De Quinque Corporibus στον ∆ούκα του Urbino. O Pierro ήταν εκείνος 
που επανακάλυψε τα πέντε Αρχιµήδεια στερεά που παράγονται από τα 
πλατωνικά. Επιπλέον, ανακάλυψε τη µόνη ιδιότητα των πλατωνικών στερεών 
που δεν αναφέρει ο Ευκλείδης στα Στοιχεία του, ότι το εικοσάεδρο εγγράφεται 
στον κύβο [Βι-2] και στην ουσία έδωσε την εκκίνηση για την µελέτη των 
πολύεδρων κανονικών και µη. Η εικόνα προέρχεται από τον Paccioli που 
οικειοποιήθηκε τα γραπτά του Pierro. [Βi-2] 

 
Ο Luca Paccioli στη δική του πραγµατεία Divina Proportione µελετά εκτός από 
τα πλατωνικά στερεά και µερικά Αρχιµήδεια στερεά, ιδιαίτερα το κυβοκτάεδρο 
και το Πολύεδρο του Kelvin (“il corpo de 14, cive 6 quadrate, 8 exagone”), 
όπως επίσης και τα πολύεδρα αστέρες. Τα σχέδια, πάνω από 60, για το βιβλίο 
τα έφτιαξε ο Leonardo και περιλαµβάνονταν τα Πλατωνικά στερεά, έξι 
Αρχιµήδεια µε την πρώτη αναπαράσταση του εικοσιδωδεκάεδρου και του 
ροµβο κυβοκτάεδρου του οποίο φαίνεται, όµως, και στην προσωπογραφία του 
Paccioli που είδαµε στην εισαγωγή, 1ο κεφάλαιο. Με τα πολύεδρα ασχολείται 
και ο Durer στην Treatise on Proportions [Πραγµατεία Περί Αναλογιών]. Αλλά 
από όλους τους συγγραφείς της Αναγέννησης, αυτός που έδειξε µεγαλύτερο 
ενδιαφέρον για τα Αρχιµήδεια στερεά ήταν ο πασίγνωστος Daniel Barbaro, 
Βενετός διπλωµάτης. Στο έργο του Prattica de la Perspectiva (Βενετία, 1569), 
τα προσδιορίζει όλα µε την µέθοδο της αποκοπής γωνιών ή ακµών των 
παραγόντων πολύεδρων. Τα αναπτύσσει στο επίπεδο µιας από τις έδρες τους, 
συνθέτει συναρπαστικά αστέρια–πολύεδρα θέτοντας κανονικές πυραµίδες στις 
έδρες τους, και παίρνει ξανά τα mazzochio του Paolo Uccelo (Mazzocchio: 
Καπέλο στην µορφή πολυεδρικού τόρου, στην εικόνα –λεπτοµέρεια 
τοιχογραφίας του 1448 του Uccelo - φαίνεται γυναίκα να φορά ένα ) 



 
εγγράφοντας κανονικά πολύγωνα σε τόρους, δηλαδή στερεούς δακτυλίους µε 
κυκλική τοµή, και επίσης τα µελετά µε πυραµίδες. [Β-4, σελ 58]. Η 
συνεισφορά του Kepler στα Αρχιµήδεια ήταν µεγάλη, γιατί αυτός απέδειξε ότι 
υπάρχουν µόνο δεκατρία. [Βi-2] 
Στην επόµενη φωτογραφία [Bi-1] φαίνονται και τα 13 Αρχιµήδεια στερεά. 



 



Στα παραπάνω στερεά πρέπει να προσθέσουµε και δύο άπειρες σειρές από 
εξίσου ηµικανονικά εγγράψιµα πολύεδρα: 1) Τα κανονικά ορθογώνια 
πρίσµατα τα οποία εγγράφονται σε σφαίρα (δύο κανονικά πανοµοιότυπα 
παράλληλα πολύγωνα µε n πλευρές που συνδέονται µε n τετράγωνα) 2) Τα 
κανονικά αντιπρίσµατα, δηλαδή δυο κανονικά ίδια πολύγωνα που το ένα έχει 

περιστραφεί κατά γωνία σε σχέση µε το άλλο, και ενώνονται µε 2n 
ισόπλευρα τρίγωνα.  
Τα κανονικά πρίσµατα και αντιπρίσµατα είναι εξίσου εγγράψιµα σε σφαίρα και 
έχουν όλες τις ιδιότητες των Αρχιµήδειων στερεών (σε κάθε ένα οι στερεές 
γωνίες που ξεκινούν από τις κορυφές είναι ίδιες). Οι λεπτοµέρειες τους είναι οι 
ακόλουθες: 

  Κορυφές ν Ακµές s Έδρες f 

Πρίσµατα 2n 3n n+2 

Αντιπρίσµατα 2n 4n 2(n+1) 

Η εξίσωση του Euler ισχύει και σε αυτά.  
  
ΤΑ ΤΡΙΑ ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΕΡΑ ΑΡΧΙΜΗ∆ΕΙΑ ΚΑΙ ΟΙ ΟΜΑ∆ΕΣ 
ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ ΤΟΥΣ 
Σύµφωνα µε την Ghyka [B-4] τα σηµαντικότερα Αρχιµήδεια πολύεδρα είναι: 
1) Το κυβοκτάεδρο, που έχει 14 έδρες (8 ισόπλευρα τρίγωνα και 6 τετράγωνα), 
24 ακµές και 12 κορυφές (σχήµα). 



 
Το κυβοκτάεδρο έχει την ακµή του ΑΒ ίση µε την ακτίνα ΟΑ της 
περιγεγραµµένης σφαίρας, ιδιότητα ανάλογη της ιδιότητας του κανονικού 
εξαγώνου και του περιγεγραµµένου κύκλου στο επίπεδο. Έχει ακόµη δύο 
αξιοσηµείωτες ιδιότητες που συνδέονται µε ιδεώδεις διαµερίσεις του χώρου 
και παίζει ρόλο στην κρυσταλλογραφία. Στο σχήµα, 

 
αναπαρίσταται ένας κρύσταλλος άλατος, χλωριούχου νατρίου (NaCl), µε τα 
άτοµα του χλωρίου να συµπίπτουν µε τις κορυφές και το κέντρο ενός 
κυβοκτάεδρου, ενώ τα άτοµα του νατρίου να συµπίπτουν µε τις κορυφές και τα 
κέντρα των εδρών του κύβου από τον οποίο µπορεί να παραχθεί το 
κυβοκτάεδρο παίρνοντας τα µέσα όλων των ακµών και συνδέοντας τα. 
Το κυβοκτάεδρο µπορεί να δηµιουργηθεί παίρνοντας τα µέσα όλων των 
πλευρών ενός οκτάεδρου. [Β-4] Συνεπώς έχεις τις ίδιες ποιοτικά συµµετρίες µε 
το οκτάεδρο αλλά και τον κύβο, οπότε η οµάδα συµµετρίας του είναι η 
οκταεδρική. Σύµφωνα µε την Ghyka [B4, σελ 52] τα άτοµα του άνθρακα στη 
συµπιεσµένη κρυσταλλική τους µορφή (διαµάντια), όπως και τα άτοµα του 
χρυσού, του ασηµιού, του χαλκού και του αλουµινίου είναι σε κανονική 
θερµοκρασία κατανεµηµένα σε κυβοκταεδρικά πλέγµατα. Το κυβοκτάεδρο, 
εξάλλου, είναι εξαιρετικής σηµασίας για την αρχιτεκτονική, ειδικότερα για την 
στήριξη θόλου επί κυβικού σκελετού [Β-4]. 



2) Το κόλουρο Οκτάεδρο ή τετρακαιδεκάεδρο του Κέλβιν ή 
επταπαραλληλόεδρο του Fedorov (συµπτωµατικά το κυβοκτάεδρο είναι ένα 
τετρακαιδεκάεδρο που έχει 14 έδρες) έχει 24 κορυφές, 36 ακµές, 14 έδρες από 
τις οποίες 8 είναι εξάγωνα και 6 είναι τετράγωνα. Η Ghyka αναφέρει ότι είναι 
το µόνο ανάµεσα στα δεκατρία Αρχιµήδεια στερεά που µπορεί να 
συµπληρώσει το χώρο µε επανάληψη, δηλαδή να καλυφθεί όλος ο χώρος από 
το ίδιο στερεό σε πυκνή στοίχιση χωρίς κενά, ενώ από τα πέντε πλατωνικά 
στερεά µόνο ο κύβος έχει την ίδια ιδιότητα. Αυτό το πολύεδρο µπορεί να 
παραχθεί διαιρώντας κάθε ακµή ενός οκτάεδρου σε τρία ίσα µέρη και 
ενώνοντας τα σηµεία που προκύπτουν, όπως στο σχήµα.  

 
Εποµένως, το κόλουρο οκτάεδρο έχει και αυτό την ίδια οµάδα συµµετρίας µε 
τον κύβο και το οκτάεδρο, την οκταεδρική µε 48 συµµετρίες. Τέλος, µπορεί 
κανείς να κατασκευάσει το κόλουρο οκτάεδρο ξεκινώντας από 8 
συνενωµένους κύβους, που δηµιουργούν ένα µεγάλο κύβο, διαιρώντας σε δύο 
ίσα µέρη κάθε µια από τις 4 ακµές των µικρών κύβων που συναντώνται στο 
κέντρο κάθε έδρας του µεγάλου κύβου και ενώνοντας µεταξύ τους τα σηµεία 
που προκύπτουν όπως στο σχήµα . 

 
3) Το τριακοντάγωνο ή τριακοντάεδρο ή εικοσιδωδεκάεδρο που έχει 30 
κορυφές, 60 πλευρές, 32 έδρες από τις οποίες 12 είναι πεντάγωνα και 20 
τρίγωνα. Αυτό το πολύεδρο µπορεί να κατασκευασθεί ενώνοντας τα µέσα των 
ακµών είτε του δωδεκάεδρου είτε του εικοσάεδρου. Συνεπώς το 



εικοσιδωδεκάεδρο έχει τις ίδιες συµµετρίες µε αυτά, άρα και την ίδια οµάδα 
συµµετρίας, την εικοσαεδρική. Οι 30 κορυφές του συµπίπτουν µε τις ακµές 
των 6 δεκαγώνων που παράγονται από τις τοµές 6 µεγίστων  

 
κύκλων που είναι συµµετρικά τοποθετηµένοι σε µια σφαίρα. Το 
εικοσιδωδεκάεδρο, φωτογραφία, είναι στην πραγµατικότητα η επέκταση της 
προβολής του δεκαγώνου στον τρισδιάστατο χώρο. Επίσης, είναι στενά 
συνδεδεµένο µε την χρυσή τοµή: ο λόγος µεταξύ της ακτίνας της 

περιγεγραµµένης σφαίρας και της ακµής του τριακοντάεδρου είναι .  
  
   
ΕΞΟ∆ΟΣ – ΕΜΦΑΝΙΣΕΙΣ ΠΟΛΥΕ∆ΡΩΝ ΣΤΗΝ ΤΕΧΝΗ 
Στην Γαλλία, βρίσκουµε αυτό το εξώφυλλο από την πραγµατεία του Jean 
Cousin Livre de Perspective 



του 1560.  
∆ιακρίνονται και τα πέντε πλατωνικά στερεά [Bi-2] 
  
Αναφέραµε πριν ότι ο Durer (1471-1528), συνεισέφερε στα πολύεδρα.µε το 
βιβλίο του 1525 Underweysung der Messung, που στα Αγγλικά έχει 
µεταφραστεί σαν Painter's Manual. Στο βιβλίο αυτό συναντάµε για πρώτη 
φορά πολυεδρικά δίχτυα, δηλαδή επίπεδα σχήµατα που είναι ξεδιπλωµένα για 
εκτύπωση. Στις παρακάτω φωτογραφίες [Βi-2] είναι τα σχέδια για ένα 
εικοσάεδρο αλλά και για ένα από τα δεκατρία αρχιµήδεια στερεά, το snub 
κύβο. 



 

 



Πολύεδρα εµφανίζονται και σε πίνακες του Dόrer, όπως ο παρακάτω που είναι 
γνωστός ως Melancholia Ι 

 
∆ιάφορες ερµηνείες έχουν δοθεί για το ασυνήθιστο πολύεδρο που φαίνεται, 
ένα κόλουρο ροµβοειδές (Panofski), από απλές γεωµετρικές εξηγήσεις σχετικά 
µε την εγγραφή του σε σφαίρα µέχρι ψυχολογικές, όπου ο κύβος συµβολίζει 
την αρρενωπότητα και η αποκοπή των γωνιών κάποια φροϋδική σηµασία [Βi-
2].  
  
Ο πιο σηµαντικός ίσως καλλιτέχνης της Αναγέννησης που ασχολήθηκε µε τα 
πολύεδρα ήταν ο Leonardo Da Vinci. Έχουµε ήδη αναφέρει την συνεισφορά 
του τόσο µε τα σχέδια για το βιβλίο του Paccioli, όσο και σε ξεχωριστά δικά 



σχέδια πολύεδρων. Ειδικότερα η τεχνοτροπία αναπαράστασης πολύεδρων που 
πρώτος χρησιµοποίησε, απεικονίζοντας τα στέρεα και κοίλα, σαν ξύλινα 
µοντέλα (που πιθανόν να έφτιαξε για αυτό το λόγο ο Paccioli) ώστε να 
φαίνονται και οι «πίσω» ακµές, επηρέασε καθοριστικά όσους µεταγενέστερους 
ασχολήθηκαν µε τα πολύεδρα στην ζωγραφική ή κάποιο άλλο είδος τέχνης. 
Παρακάτω βλέπουµε µερικά από τα σχέδια του Leonardo. 

  
ΚΑΝΟΝΙΚΟ ΕΙΚΟΣΑΕ∆ΡΟ 



 
ΚΟΛΟΥΡΟ ΕΙΚΟΣΑΕ∆ΡΟ 

  
Ακόµη ένα σχέδιο από το ίδιο βιβλίο αναπαριστά την 72εδρη σφαίρα, πολύ 
«δηµοφιλές» πολύεδρο, που είναι επίσης η βάση για κατασκευή 
αρχιτεκτονικών θόλων.  



 
  
  
Ένας άλλος καλλιτέχνης που ασχολήθηκε µε τα πολύεδρα ήταν ο Wentzel 
Jamnitzer (1508-1585) που το βιβλίο του 1568 Perspectiva Corporum 
Regularium είναι πραγµατικό αριστούργηµα γεωµετρικών σχεδίων. [Bi-2] Ένα 
δείγµα αυτών βλέπουµε στην φωτογραφία που εικονίζεται  



 
ένα ροµβικό τριακοντάεδρο (αριστερά) ενώ ο πυρήνας του δεξιού σχεδίου 
είναι το µικρό δωδεκάεδρο αστέρας [Bi-2].  
  
 Ένα δηµοφιλές είδος τέχνης στον µεσαίωνα και την Αναγέννηση ήταν τα 
Intarsia, τα οποία ήταν µωσαϊκά φτιαγµένα µε κοµµατάκια από ξύλο. Στην 
παρακάτω φωτογραφία φαίνεται ένα δείγµα τέτοιου µωσαϊκού φτιαγµένο γύρω 
στα 1520 από τον by Fra Giovanni da Verona στην εκκλησία Santa Maria στο 
Organo, της Verona [Bi-2]. Φαίνονται από πάνω προς τα κάτω: µια σφαίρα µε 
72 πλευρές, ένα εικοσάεδρο, και ένα κόλουρο εικοσάεδρο. Παρατηρούµε ότι 
όλα είναι επηρεασµένα από την τεχνοτροπία του Leonardo.  
Τα µωσαϊκά αυτά εξαλείφθηκαν σταδιακά ως µορφή τέχνης.  



 
  
  
 Παρακάτω στο φανταστικό ανάγλυφο [Bi-2] από την πραγµατεία του Lorenz 
Stoer, Geometria et Perspectiva (1567) φαίνονται το κανονικό τετράεδρο και 
το εικοσάεδρο:  



 
  
  
Στην Αγγλία, στον Καθεδρικό του Salisbury, βρίσκεται τύµβος του 1635 που 
περιλαµβάνει διάφορα στερεά πολύεδρα µε τη µορφή των στερεών 
περιγραµµάτων που καθιέρωσε ο Leonardo 



 
  
  
 Στην πραγµατεία του Paul Heinecken Lucidum Prospectivae Speculum (1727), 
υπάρχει ένα σχέδιο µε προοπτική του ροµβο κυβοκτάεδρου µε πυραµίδες σε 
κάθε του έδρα και επιπλέον τις σκιές τους [Bi-2]: 



 
  
  
Στο παρακάτω χαρακτικό του 1948, ο M. Escher αποτυπώνει τρία οκτάεδρα 
συντιθέµενα, τη σύνθεση δύο κύβων και την Stella Octangula του Kepler, όλα 
σε διπλές εµφανίσεις τόσων σε «γεµάτη» µορφή όσο και στο στυλ του 
Leonardo. 



 
Τέλος στους Καταρράκτες (1961) έχουµε την εµφάνιση τόσων κύβων που 
συντίθενται όσο και ροµβο δωδεκάεδρο αστέρα. 

 


