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1. Εισαγωγή 
 
 
1.1 Τι είναι Monte Carlo 
 
Η έκφραση µέθοδος Monte Carlo είναι πολύ γενική. Περιλαµβάνει κυρίως 
στοχαστικές διαδικασίες, εκείνες δηλαδή που βασίζονται στην χρήση των 
τυχαίων αριθµών και της στατιστικής για την λύση προβληµάτων. Γενικά, η 
µέθοδος Monte Carlo είναι µια αριθµητική µέθοδος για την επίλυση µαθηµατικών 
προβληµάτων µέσω προσοµείωσης τυχαίων αριθµών. Χρησιµοποιείται δε στην 
προσοµείωση (simulation) και στην ολοκλήρωση (integration). Μιλώντας γενικά, 
κάθε πείραµα στο οποίο χρησιµοποιούνται τυχαίοι αριθµοί για την εξέταση του 
προβλήµατος, λέγεται Monte Carlo πείραµα. 
 
1.2 Που εφαρµόζεται 
 
Μέθοδοι Monte Carlo εφαρµόζονται σε πάρα πολλούς επιστηµονικούς τοµείς, 
από την οικονοµία εώς την πυρηνική φυσική και την χηµεία  και ακόµη ως τη 
ρύθµιση της κυκλοφορίας.  
 
1.3 Ποια είναι η προέλευσή της 
 
Η µέθοδος "γεννήθηκε" το 1949, σε ένα άρθρο των N. Metropolis & S. Ulam µε 
τίτλο "Η µέθοδος Monte Carlo" στο Journal of the American Statistics 
Association. Παρόλα αυτά η θεωρητική βάση της µεθόδου ήταν γνωστή πριν από 
το 1949, αφού αρκετά προβλήµατα στατιστικής λύνονταν µέσω τυχαίας 
δειγµατοληψίας, που είναι στην ουσία η µέθοδος Monte Carlo. Λόγω του 
γεγονότος ότι η προσοµείωση τυχαίων µεταβλητών είναι µια δύσκολη διαδικασία 
για να γίνει χειρωνακτικά, η γενική αριθµητική χρήση της µεθόδου έγινε πρακτική 
µόνο µε την εµφάνιση και εξέλιξη των υπολογιστών.  
Η µέθοδος δανείστηκε το όνοµα της πόλης του Πριγκηπάτου του Monaco, που 
είναι γνωστό για τα καζίνο του, γιατί µια από τις απλούστερες συσκευές 
παραγωγής τυχαίων αριθµών είναι η ρουλέτα. 
 
 
1.4 Γιατί την χρησιµοποιούµε 
 
Η χρήση των µεθόδων Monte Carlo στη µοντελοποίηση φυσικών προβληµάτων 
µας επιτρέπει να εξετάσουµε πολύπλοκα συστήµατα που αλλιώς θα ήταν από 
δύσκολο εώς αδύνατο.  Η επίλυση εξισώσεων που περιγράφουν την 
αλληλεπίδραση δύο ατόµων είναι σχετικά εύκολη…Η λύση όµως των ίδιων 
εξισώσεων για εκατοντάδες ή χιλιάδες άτοµα είναι αδύνατη. Με τις µεθόδους 
Monte Carlo, ένα µεγάλο σύστηµα µπορεί να δειγµατιστεί σε έναν αριθµό 
τυχαίων ρυθµίσεων, και αυτά τα δεδοµένα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 
περιγράψουµε το σύστηµα σαν σύνολο. 
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1.5 Ποιά είναι η απλούστερη µορφή της Monte Carlo 
 

Η ολοκλήρωση µε τη Επιτυχία ή Αστοχία (Hit or Miss) είναι το απλούστερο 
είδος Monte Carlo.  

 
Παράδειγµα Επιτυχίας ή Αστοχίας: 
Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν ενός επίπεδου 
σχήµατος Σ. Μπορεί το σχήµα να είναι τελείως αυθαίρετο µε καµπυλόγραµµα 
όρια, µπορεί να δίνεται γραφικά ή αναλυτικά και µπορεί να είναι είτε ενιαίο είτε να 
αποτελείται από πολλά τµήµατα. Έστω Σ η περιοχή που είναι σχεδιασµένη στο 
παρακάτω σχήµα  και η οποία υποθέτουµε ότι βρίσκεται ολόκληρη εντός του 
µοναδιαίου τετραγώνου.  

∆ιαλέγουµε τυχαία Ν σηµεία στο τετράγωνο και ορίζουµε ως Ν' τον αριθµό 
των σηµείων που τυχαίνει να "πέφτουν" εντός του Σ. Τότε είναι γεωµετρικά 
προφανές ότι το εµβαδόν του Σ είναι προσεγγιστικά ίσο µε το λόγο:   Ν’ / Ν . Όσο 
µεγαλύτερο είναι το Ν, τόσο πιο µεγάλη είναι η ακρίβεια αυτής της εκτίµησης.  

 
Ο αριθµός των σηµείων του σχήµατος 1 είναι Ν = 40. Απο αυτά Ν΄ = 12 

είναι µέσα στην περιοχή Σ. Ο λόγος Ν΄/Ν= 12/40 = 0.30, ενώ το πραγµατικό 
εµβαδόν του Σ είναι 0.35. 

 
Πρακτικά, η µέθοδος Hit or Miss δεν χρησιµοποιείται για ευρεση του εµβαδού 
ενός επίπεδου σχήµατος, και αυτό διότι υπάρχουν µέθοδοι - τύποι σύγκλισης 
που αν και είναι πιο πολύπλοκοι µαθηµατικά, είναι πολύ πιο ακριβείς, 

Παρόλα αυτά η µέθοδος "Επιτυχίας ή Αστοχίας" του παραδείγµατος 
αυτού, µας επιτρέπει να εκτιµήσουµε, το ίδιο απλά, το "πολυδιάστατο όγκο" ενός 
σώµατος σε πολλές διαστάσεις. Σε αυτήν την περίπτωση η MC είναι συχνά η 
µόνη αριθµητική µέθοδος που είναι χρήσιµη στην επίλυση του προβλήµατος. 
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1.6 Ποιά είναι τα τρία κυριότερα χαρακτηριστικά των µεθόδων ΜC 
 
 Η Monte Carlo είναι πολύ απλή. Ενα στοιχείο που χαρακτηρίζει την MC 
είναι η απλή δοµή του υπολογιστικού αλγόριθµου. Σαν κανόνας, το 
πρόγραµµα πρέπει να διεκπεραιώσει µια τυχαία δοκιµή (στο προηγούµενο 
παράδειγµα της "Eπιτυχίας ή Aστοχίας" πρέπει κανείς να ελέγξει αν ένα 
επιλεγµένο τυχαίο σηµείο του τετραγώνου βρίσκεται επίσης µέσα στην 
περιοχή Σ). Αυτή η δοκιµή επαναλαµβάνεται Ν φορές, µε κάθε δοκιµή 
ανεξάρτητη από τις προηγούµενες, και µετά τα αποτελέσµατα των δοκιµών 
παίρνονται κατά µέσο όρο.   

 
 Η µέθοδος µπορεί να είναι εξαιρετικά αργή. Για παράδειγµα στην 
ολοκλήρωση, το λάθος των υπολογισµών είναι ανάλογο µε ND / , 
όπου D είναι κάποια σταθερά και Ν ο αριθµός των δοκιµών. Γίνεται 
προφανές έτσι ότι για να µειώσει κανείς το λάθος κατά ένα παράγοντα 10 
(δηλαδή να αποκτήσει ακόµη ένα δεκαδικό ψηφιο) απαιτείται να αυξήσει το Ν 
κατά 100 (και την ποσότητα εργασίας) 

 
 Η µέθοδος είναι πολύ δυνατή στα πολυδιάστατα προβλήµατα, όπου και 
χρησιµοποιείται κυρίως, γιατί γενικά η ακρίβεια της εξαρτάται µόνο από την 
πολυπλοκότητα του προβλήµατος. Στην ολοκλήρωση, όπως θα δούµε 
αργότερα, συγκλινει µε ρυθµό  που είναι ανεξάρτητο των 
διαστάσεων του ολοκληρώµατος. Για αυτό το λόγο, η µέθοδος MC είναι η 
µόνη βιώσιµη σε ένα µεγάλο πεδίο προβληµάτων πολλών διαστάσεων, από 
την φυσική ως την οικονοµία. 

)( 2/1−NO

 
 
Λόγω των παραπάνω χαρακτηριστικών της µεθόδου, της εύκολης χρήσης, της 
εφαρµοσιµότητας σε πολλά πεδία, αλλά και της αργής σύγκλισης ένα 
µεγάλο ποσο υπολογιστικού χρόνου δαπανάται σε υπολογισµούς µε την Monte 
Carlo. 
 
Για αυτό το λόγο, ακόµα και µέτριες βελτιώσεις στην µέθοδο µπορεί να έχουν 
ουσιαστικό αντίκτυπο στην αποτελεσµατικότητα και την εφαρµοσιµότητά της. 
 
 
1.7 Πως προσπαθούµε να βελτιώσουµε την µέθοδο 
 
Ο κύριος τρόπος για να βελτιώσουµε την ταχύτητα των υπολογισµών Monte 
Carlo είναι η µείωση της διασποράς (Variance Reduction). Οι µέθοδοι Μείωσης 
της ∆ιασποράς της Monte Carlo αποσκοπούν να επιταχύνουν τον ρυθµό 
σύγκλισης µειώνοντας την σταθερά µπροστά από τον  
χρησιµοποιώντας (ψευδο-) τυχαίες (pseydo-random) ακολουθίες αριθµών. Μια 
εναλλακτική προσέγγιση είναι να αλλάξουµε ακολουθίες από (ψευδο-) τυχαίους 
αριθµούς σε quasi-τυχαίους αριθµούς (quasi-random). Το χαρακτηριστικό αυτών 
είναι όπως θα δούµε πως δεν προσπαθούν να µιµηθούν την συµπεριφορά των 

)( 2/1−NO
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τυχαίων ακολουθιών, αλλά τα στοιχεία των quasi-τυχαίων ακολουθιών είναι 
συσχετισµένα ώστε να γίνουν ηθεληµένα πιο οµοιόµορφα από τις «καθαρά» 
τυχαίες ακολουθίες. 
 
 
1.8 Περισσότερα για το παράδειγµα Επιτυχίας ή Αστοχίας 
 
Πώς γίνεται η επιλογή των σηµείων στο παράδειγµα αυτό; Έστω ότι µια 
µεγενθυµένη εκδοχή του σχήµατος 1 κρέµεται σε έναν τοίχο σαν στόχος. Σε 
κάποια απόσταση από τον τοίχο, ένας σκοπευτής πυροβολεί Ν φορές, 
στοχεύοντας στο κέντρο το τετραγώνου. Υποθέτουµε ότι η απόσταση από τον 
τοίχο είναι αρκετά µεγάλη (και ότι ο σκοπευτής δεν είναι ο παγκόσµιος 
πρωταθλητής…). Τότε, φυσικά, οι σφαίρες δεν θα πετύχουν το κέντρο, αλλά θα 
χτυπήσουν τον στόχο σε Ν τυχαία σηµεία. Μπορούµε να βρούµε τότε το εµβαδόν 
του Σ από αυτά τα σηµεία; 

  
Το αποτέλεσµα ενός τέτοιου πειράµατος φαίνεται στο παραπάνω σχήµα. Σε 
αυτό, έχουµε Ν = 40, Ν΄ = 24 και ο λόγος είναι Ν΄/Ν = 0.60, που είναι σχεδόν 
διπλάσιο από το πραγµατικό εµβαδόν (0.35). Γίνεται τότε προφανές ότι εάν ο 
σκοπευτής ήταν πάρα πολύ ικανός, το αποτέλεσµα θα ήταν πολύ 
παραπλανητικό, διότι σχεδόν όλες οι σφαίρες θα χτυπούσαν τον στόχο κοντά 
στο κέντρο και φυσικά εντός του Σ.  
 
 Αντιλαµβάνεται, λοιπόν, κανείς ότι η µέθοδος του υπολογισµού εµβαδού 
είναι έγκυρη, όταν τα τυχαία σηµεία είναι όχι µόνο "τυχαία" αλλά επιπλέον και 
"οµοιόµορφα κατανεµηµένα" σε όλο το τετράγωνο. 
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2. Στοιχεία Στατιστικής στην Monte Carlo 
 
2.1 Νόµος των Μεγάλων αριθµών 
 
Έστω µια διακριτή τυχαία  µεταβλητή Χ.  Εάν παρατηρήσουµε την µεταβλητή Χ 
αρκετές φορές και πάρουµε τις τιµές Νξξξ ,,, 21 … , που κάθε µια θα είναι ίση µε 
ένα από τους αριθµούς  που είναι οι δυνατές τιµές της Χ, τότε ο 
αριθµητικός µέσος όρος αυτών των τιµών θα είναι κοντά στην µέση τιµή Ε(Χ), 
δηλαδή : 

nxxxx ,,,, 321 …

   )()(1
21 XE≈+++

Ν Νξξξ …  

και η διασπορά Var(Χ) χαρακτηρίζει την διακύµανση των τιµών αυτών γύρω από 

τη µέση τιµή Ε(Χ). Επίσης για ∞→N  θα έχουµε ότι )(1lim
1

XE
N

N

j
j =∑

=

ξ  

 Η παραπάνω εξίσωση είναι µια απλή περίπτωση του Νόµου των µεγάλων 
αριθµών και µπορεί να επεξηγηθεί ως εξής: Υποθέτουµε ότι µεταξύ των τιµών 

Νξξξ ,,, 21 … , ο αριθµός  εµφανίζεται  φορές, ο αριθµός  εµφανίζεται  
φορές , … κ.ο.κ. και ο αριθµός  εµφανίζεται  φορές. Τότε: 

1x 1k 2x 2k

nx nk

   ∑  nn

N

j
j kxkxkx +++=

=

...2211
1
ξ

Έτσι: 

  
N
k

x
N
kx

N
kx

N
n

n

N

j
j +++=∑

=

...1 2
2

1
1

1
ξ  

 
Για µεγάλο Ν, η συχνότητα Nki  της τιµής  προσεγγίζει την πιθανότητα της 

,έτσι ώστε 
ix

ip ii pN ≈k .  Ετσι θα έχουµε :  

   )(1
111

XEpx
N
k

x
N

n

i
ii

n

i

i
i

N

j
j =≈= ∑∑∑

=−=

ξ  

 
 
2.2 Η κατανοµή Gauss και ο κανόνας των 3 αποκλίσεων 
 
Μια κανονική (ή Gauss) τυχαία µεταβλητή είναι µια τυχαία µεταβλητή X που 
ορίζεται στο  και έχει πυκνότητα πιθανότητας: ℜ

  






 −
−= 2

2

2
)(exp

2
1)(

σ
µ

πσ
xxp  

 
όπου µ και σ  >  0 είναι πραγµατικές παράµετροι. 
Αποδεικνύεται ότι  η µέση τιµή και η διασπορά µιας κανονικής τυχαίας 
µεταβλητής είναι αντίστοιχα:  2)()( σκαιµ == XVarXE
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Η συνάρτηση ∫ −=Φ
x

t dtex
0

2/2

2
2)(
π   λέγεται συνάρτηση σφάλµατος (error 

function) και συνήθως χρησιµοποιείται ένας πίνακας τιµών της για να πάρουµε 
αυθαίρετες πιθανότητες µιας κανονικής τυχαίας µεταβλητής X . Αυτό 
αποδεικνύεται ως εξής: 
Έστω ότι θέλουµε να βρούµε την πιθανότητα: 

 
( ) dxxbXaP

b

∫ 






 −
−=<<

α σ
µ

πσ 2

2

2
exp

2
1)(  

Κάνουµε την αντικατάσταση: tµ-x σ=  και παίρνουµε: 
 

dttbXaP
t

t
∫ 








−=<<

2

1
2

exp
2
1)(

2

π
 

όπου σµβκαισµ /)(/)( 21 −=−= tat  
 
Έτσι φτάνουµε στη σχέση:  

      ( ) ( ))()(
2
1

12 ttbXaP Φ−Φ=<<  

 
που χρησιµοποιούµε για να πάρουµε τις ζητούµενες πιθανότητες της Χ.  Οι 
πινακες τιµών της Φ περιέχουν µόνο θετικές τιµές του x, αφού ισχύει: Φ(-x) = -
Φ(x). 
 
Έστω τώρα ότι θέτουµε α=µ-3σ και b=µ+3σ. Τότε 33 21 =−= tt και  και η 
σχέση που µας δίνεται την πιθανότητα της Χ γίνεται: 

   
( ) 997.0)3(33 =Φ=+<Χ<− σµσµP  

 
∆ηλαδή µε πιθανότητα 0.997 (σχεδόν 1), µια τυχαία δοκιµή από την κανονική 
κατανοµή θα µας δώσει µια τιµή της Χ που δεν θα απέχει από την µέση τιµή της 
περισσότερο από τρεις αποκλίσεις («κανόνας των 3 σ»).  
 
 
2.3 Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 
 
Ας θεωρήσουµε N ίδιες ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές , έτσι ώστε 
οι κατανοµές πιθανοτήτων τους να συµπίπτουν. Συµπερασµατικά, οι µέσες τους 
τιµές και οι διασπορές θα συµπίπτουν επίσης (υποθέτουµε ότι είναι 
πεπερασµένες).  Αυτές οι τυχαίες µεταβλητές µπορούν να είναι συνεχείς ή 
διακριτές. 

NXXX ,...,, 21

 Ας ορίσουµε: 
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2

21

21

)(...)()(

)(...)()(

bXVarXVarXVar

mXEXEXE

N

N

====

====

 
∆ηλώνουµε το άθροισµα όλων των µεταβλητών µε NS : 
   S NN XXX +++= ...21  
 
Από τις ιδιότητες )()()( Υ+Χ=Υ+Χ EEE  και )()()( Υ+Χ=Υ+Χ VarVarVar  
έχουµε ότι: 
 
  NmEEEESE NNN =Χ++Χ+Χ=Χ++Χ+Χ= )(...)()()...()( 2121  
 
και  
  2

2121 )(...)()()...()( NbVarVarVarVarSVar NNN =Χ++Χ+Χ=Χ++Χ+Χ=
 
 Ας θεωρήσουµε τώρα µια κανονική τυχαία µεταβλητή  µε τις ίδιες 
παραµέτρους, δηλαδή  

NΖ

Nm=µ  και  Nb=σ . Η πυκνότητα πιθανότητας της 
συµβολίζεται µε: . )(xpN

Τότε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) λέει ότι για κάθε διάστηµα  
και για όλα τα µεγάλα N έχουµε: 

)'','( xx

     ∫≈<<
''

'

)()'''(
x

x
NN dxxpxSxP

 
 Η φυσική σηµασία του θεωρήµατος αυτού είναι προφανής: το άθροισµα 

 ενός µεγάλου αριθµού ίδιων ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών είναι 
προσεγγιστικά µια κανονική τυχαία µεταβλητή. Στην πραγµατικότητα, αυτό το 
θεώρηµα ισχύει και κάτω από πολύ πιο αδύναµες συνθήκες: οι µεταβλητές 

 να µην είναι απαραίτητα πανοµοιότυπες και ανεξάρτητες, 
ουσιαστικά δηλαδή αυτό που απαιτείται είναι οι µεµονωµένες µεταβλητές  να 
µην παίζουν πολύ µεγάλο ρόλο στο άθροισµα.  

NS

X ,1 NXX ,...,2

jX

Αυτό το θεώρηµα είναι που εξηγεί γιατί οι κανονικές τυχαίες µεταβλητές 
συναντώνται τόσο συχνά στη φύση. Πράγµατι, όταν συναντάµε µια 
αθροιστική επίδραση ενός µεγάλου αριθµού µικρών τυχαίων παραγόντων, 
η προκύπτουσα (αθροιστική) τυχαία µεταβλητή είναι κανονική. Για 
παράδειγµα, ο διασκορπισµός των όλµων πυροβολικού είναι σχεδόν πάντα 
κανονική τυχαία µεταβλητή, αφού εξαρτάται από τις καιρικές συνθήκες καθ'όλες 
τις διαφορες περιοχές της τροχιάς όπως επίσης και απο πολλούς άλλους 
παράγοντες.  
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2.4. To γενικό σχήµα των µεθόδων Monte Carlo 
 
To γενικό σχήµα των µεθόδων MC βασίζεται στον Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα και 
στον κανόνα των 3 αποκλίσεων. 
Υποθέτουµε ότι χρειάζεται να υπολογίσουµε κάποια άγνωστη ποσότητα m. Ας 
προσπαθήσουµε να βρούµε µια τυχαία µεταβλητή Χ µε µέση τιµή Ε(Χ)=m. Έστω 
ότι η διασπορά της Χ είναι Var . 2)( bX =
 Θεωρούµε N ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές  µε κατανοµές 
πανοµοιότυπες µε εκείνη της Χ. Εάν το N είναι αρκετά µεγάλο, τότε έπεται από το 
Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα ότι η κατανοµή του αθροίσµατος 

NXXX ,...,, 21

   S NN XXX +++= ...21  
 
θα είναι προσεγγιστικά κανονική, µε παραµέτρους: Nm=µ  και Nb=σ . 
Σύµφωνα µε τον κανόνα των "τριών σ" θα έχουµε: 
 
   ( ) 997.033 ≈+<<− NbNmSNbNmP N  
Αν διαιρέσουµε την ανισότητα της παρένθεσης µε Ν, παίρνουµε µια ισοδύναµη 
ανισότητα, της οποίας η πιθανότητα παραµένει η ίδια: 
 

  997.033
≈








+<<−

N
bm

N
S

N
bmP N  

 
Ξαναγράφουµε την τελευταία έκφραση σε κάπως διαφορετική µορφή: 
 

997.031
1

≈









<−∑

= N
bmX

N
P

N

j
j  

 
Αυτή είναι µια πολύ σηµαντική σχέση για την µέθοδο MC, που µας δίνει και την 
µέθοδο υπολογισµού της m αλλά και µια προσέγγιση του λάθους. 
 Πράγµατι, αρκεί να πάρουµε N τιµές της τυχαίας µεταβλητής Χ - η επιλογή 
µιας τιµής από κάθε µια από τις  είναι ισοδύναµη µε την επιλογή Ν  
τιµών της Χ, αφού όλες αυτές οι τυχαίες µεταβλητές έχουν ίδιες κατανοµές και να 
πάρουµε τη δειγµατική µέση τιµή τους. Για αυτό και στην βιβλιογραφία, αυτό το 
σχήµα λέγεται και Sample Mean Monte Carlo. 

NXXX ,...,, 21

 Από την παραπάνω εξίσωση, γίνεται φανερό ότι ο αριθµητικός µέσος 
αυτών των τιµών θα είναι προσεγγιστικά ίσος µε τη ζητούµενη ποσότητα m. Με 
κάθε πιθανότητα, το σφάλµα της προσέγγισης δεν ξεπερνά το Nb3  και 
προσεγγίζει το µηδεν καθώς το Ν αυξάνει. 
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3. Ολοκλήρωση Monte Carlo 
 
3.1 Η µέθοδος του υπολογισµού 
 
 Θεωρούµε µια συνάρτηση  ορισµένη στο διάστηµα  α < x < b. 
Θέλουµε να υπολογίσουµε προσεγγιστικά το ολοκλήρωµα: 

)(xf

     I   ∫=
b

a

dxxf )(

 
 Ξεκινάµε επιλέγοντας µια αυθαίρετη πυκνότητα κατανοµής p(x) ορισµένη 
στο διάστηµα (α, b) - µε άλλα λόγια µια αυθαίρετη συνάρτηση που ικανοποιεί τις 
εξισώσεις  

     
1)(.2

0)(.1

=

>

∫
b

a

dxxp

xp

Θεωρούµε µια τυχαία µεταβλητή X µε πυκνότητα p(x) στο διάστηµα (α, b), και 
επιπλέον µια τυχαία µεταβλητή 
   )()()( XpXfXgY ==  
 

Από την ιδιότητα:   θα έχουµε:  ( ) ∫=
b

a

dxxpxgXgE )()()( I== ∫
b

a

dxxp
xp
xfYE )(
)(
)()(  

 
 Τώρα, θεωρούµε Ν ανεξάρτητες, τυχαίες µεταβλητές  µε την 
ίδια κατανοµή µε την Y και  εφαρµόζουµε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα για το 
άθροισµά τους, το οποίο θα είναι µια τυχαία µεταβλητή προσεγγιστικά κανονική 
µε παραµέτρους 

NYYY ,...,, 21

)(, YVarNNa ⋅=⋅= σI  Σε αυτήν την περίπτωση θα έχουµε 
από τον κανόνα των 3σ: 

  

( )
( )

( )IIIP

II

IIP

P

997.0)(31

997.0
)(3)(3

997.0)(3)(3

997.033

1
≈










⋅<−

≈








 ⋅
+<<

⋅
−

≈⋅+⋅<<⋅−⋅

P

≈+<<−

∑
= N

YVarY
N

N
YVarN

N
S

N
YVarN

YVarNNSYVarNN

aSa

N

j
j

N

N

N σσ

 

 
Από την τελευταία σχέση, έχουµε ότι εάν διαλέξουµε Ν τιµές Nξξξ ,....,, 21 , τότε για 
Ν αρκετά µεγάλο θα έχουµε ότι: 

    ( )IIII
p
f

N

N

j j

j ≈∑
=1 )(

)(1
ξ
ξ
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Η σχέση (II) επίσης µας δίνει και ένα πιθανοθεωρητικό άνω φράγµα του 

σφάλµατος της προσέγγισης της (ΙΙΙ), το οποίο θα είναι 
2
1

)(3 





⋅

N
YVar . Για αυτό 

και λέµε ότι το σφάλµα της Monte Carlo ολοκλήρωσης είναι της τάξης 







2
1

NO . 

 
 
3.2 Το σχήµα της ολοκλήρωσης όταν πάρουµε οµοιόµορφη τ.µ. 
 

Θεωρούµε το µονοδιάστατο ολοκλήρωµα .  ∫=
1

0

)( dxxfI

Σύµφωνα λοιπόν µε το σχήµα των µεθόδων Monte Carlo, εάν θέλουµε να 
υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα της συνάρτησης , αρκεί να βρούµε µια τυχαία 
µεταβλητή Χ  της οποίας η µέση τιµή να είναι ίση µε ολοκλήρωµα της . 

)(xf
)(xf

Έστω Χ  να είναι µια οµοιόµορφα κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή στο [0,1], 
δηλαδή η πυκνότητα της θα είναι ίση µε 1)( =xφ . Η µέση ή αναµενόµενη τιµή τότε 
της  στο διάστηµα [0,1] είναι:  )(xf

      

∫

∫

=

=

1

0

1

0

)(

)()()]([

dxxf

dxxxfxfEX φ

όπου η  είναι η µέση τιµή σε σχέση µε την τυχαία µεταβλητή Χ. Έστω  µια 
τυχαία δοκιµή από την κατανοµή Χ ~ U[0,1]. Γνωρίζουµε από τον νόµο των 
µεγάλων αριθµών ότι : 

][XE ix

   ∑
=

∞→
=

N

i
iNX xf

N
xfE

1
)(1lim)]([       

Άρα µπορούµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα  χρησιµοποιώντας 

τυχαίες δοκιµές-αριθµούς από την Χ σύµφωνα µε τον τύπο: 

∫
1

0

)( dxxf

    ∑ ∫
=

≈=
N

i
in dxxfxf

N
I

1

1

0

)()(1ˆ     

 
Σύµφωνα µε τον ισχυρό Νόµο των µεγάλων αριθµών αυτή η προσέγγιση 
συγκλίνει µε πιθανότητα 1. ∆ηλαδή  

      II NN
=

∞→
ˆlim
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Αφού η προσέγγιση βασίζεται σε µια τυχαία µεταβλητή, το προσεγγιστικό 
ολοκλήρωµα είναι και αυτό µια τυχαία µεταβλητή µε διασπορά ίση µε: 
 

   [ ]( )[ ]
( )[ ]2

2

)(1

)()(1

))((1)ˆ(

IxfE
N

xfExfE
N

xfV
N

IV N

−=

−=

=

 

  
Ένας αµερόληπτος εκτιµητής της V  είναι ως γνωστόν: ))(( xf
    

   ( )
2

1

ˆ)(
1

1))((ˆ ∑
=

−
−

=
N

i
Ni Ixf

N
xfV    

 
Έτσι η εκτιµώµενη διασπορά του εκτιµητή του ολοκληρώµατος (της 
προσέγγισης)  είναι: 

   ( )∑
=

−
−

≈
N

i
NiN Ixf

NN
I

1

2ˆ)(
1

11)ˆ(V̂    

 
 
Παρατήρηση: Πρέπει να τονίσουµε ότι κάθε προσέγγιση ολοκλήρωσης Monte 
Carlo θα πρέπει να συνοδεύεται µε αναφορά για την διασπορά. Αλλιώς θα είναι 
σαν να αναφέρουµε µια εκτίµηση χωρίς το τυπικό σφάλµα, δηλαδή πάνω κάτω 
άσκοπο. Πρέπει λοιπόν να γνωρίζουµε την τάξη του προσεγγιστικού σφάλµατος. 

 
 

3.3 Το σφάλµα της ολοκλήρωσης Monte Carlo 
 
Ορίζουµε το σφάλµα της Monte Carlo σαν:  

NIIf ˆ][ −=Νε ,  
δηλαδή 

∫ ∑
=

−=
dI

N

i
iN xf

N
dxxff

1

)(1)(][ε  

και το το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (Root Mean Square Error (RMSE) ) της MC 

ολοκλήρωσης που χρησιµοποιεί (ψευδο-)τυχαίες ακολουθίες:   [ ] 2/12][ fE ε
 
 
Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα περιγράφει το µέγεθος και τις στατιστικές ιδιότητες 
των σφαλµάτων της ολοκλήρωσης Monte Carlo. 
 
Θεώρηµα: Για Ν µεγάλο, έχουµε 

Καλαµαράς ∆ηµήτρης – α.µ. 137  12



– Π.Μ.Σ. Μαθηµατικού 2001-02 – «Αριθµητική Ανάλυση» - 

   νσε 2/1][ −
Ν Ν≈f

όπου ν είναι η τυπική (Ν(0,1)) τυχαία µεταβλητή και η σταθερά σ είναι η τυπική 
απόκλιση, δηλαδή η τετραγωνική ρίζα της διασποράς της : f

   ( )
2/1

2)( 







−= ∫

∈

dxIxf
Dx

σ

 
Το θεώρηµα αυτό µας λέει ότι το σφάλµα της Monte Carlo είναι της τάξης του 

 µε µια σταθερά µπροστά που είναι ακριβώς η διασπορά της 
συνάρτησης .  Επιπλέον η κατανοµή του σφάλµατος είναι προσεγγιστικά 
κανονική. 

)( 2/1−NO
f

 
Αφού το φράγµα του σφάλµατος από το Κ.Ο.Θ. είναι πιθανοθεωρητικό, η 
ακρίβεια της µεθόδου µπορεί να διασφαλιστεί µε κάποιο επίπεδο εµπιστοσύνης 
c. Για να είµαστε σίγουροι ότι το σφάλµα είναι µεγέθους το πολύ ε µε κάποιο 
επίπεδο εµπιστοσύνης c, απαιτείται ο αριθµός των σηµείων N που 
χρησιµοποιούµε να είναι: 

   )(22 csN σε −=
όπου s είναι η συνάρτηση εµπιστοσύνης (confidence function) για µια κανονική 
τυχαία µεταβλητή.  ∆ηλαδή: 

  ( )2/)(2/
)(

)(

2/2

cserfdxe
cs

cs

c == ∫
−

− πc  

 
Στην πράξη είναι δύσκολο να βρούµε την ακριβή τιµή της διασποράς, άρα και της 
απόκλισης, για αυτό οι παραπάνω τύποι δεν εφαρµόζονται άµεσα. Γι ‘ αυτό 
χρησιµοποιούµε την εµπειρική διασπορά και σφάλµα. Επαναλαµβάνουµε το 
πείραµα Monte Carlo  Μ  φορές χρησιµποιώντας ανεξάρτητα σηµεία  για 

. Για κάθε επανάληψη παίρνουµε τιµές  για  1 . Τότε το 
εµπειρικό µέσο τετραγωνικό σφάλµα είναι : 

ix

MNi ≤≤1 )( j
NI Mj ≤≤

   
( )( )

2/1

1

21








−

Μ
= ∑

=
Ν

M

j
N

j
N IIε  

όπου έχουµε: 

   ∑
=

=
M

j

j
NN I

M
I

1

)(1
 

 
τότε η εµπειρική  διασπορά δίνεται από τη σχέση: 

   ΝΝ= εσ 2/1  
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Αυτήν την τιµή µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε στην σχέση  για 
να βρούµε το πλήθος των σηµείων που απαιτούνται για µια δεδοµένη ακρίβεια ε 
και ένα επίπεδο εµπιστοσύνης c. 

)(22 csN σε −=

 
 
 
3.4 Επέκταση στην πολυδιάστατη περίπτωση 
 
Η επέκταση στην γενική πολυδιάστατη περίπτωση είναι αρκετά απλή. Έστω 

 να είναι ένα ν-διάστατο πεδίο πάνω στο οποίο θέλουµε να υπολογίσουµε 
ένα ολοκλήρωµα  όπου  .  Έστω 

nD ℜ⊂

∫
∈Dx

df xx)( ℜ→ℜnxf :)( DX ∈  να είναι µια 

τυχαία µεταβλητή πάνω στο πεδίο D µε οµοιόµορφη κατανοµή 
)(

1
Dvol

=)(xφ  έτσι 

ώστε να ισχύει: . Τότε το ολοκλήρωµα είναι µια αναµενόµενη τιµή: 1)( =dxxφ∫
∈Dx

  

∑

∫∫

=

∈∈

≈

≈=







=

==

n

i
i

DD

f
n

Dvol

fEDvolfE

dfdf

1
)()(

))(()(
)(
)(

)(
)(
)()(

x

x
x
x

xx
x
xxx

xx

φ

φ
φ

 

όπου  να είναι µια τυχαία δοκιµή από εκείνη την κατανοµή, δηλαδή ένα 
διάνυσµα τυχαίων τιµών. 

ix

 
Τα κυριότερα προβλήµατα στην ολοκλήρωση Monte Carlo είναι: 
 
Τυχαίες ∆οκιµές: Πρέπει να δοκιµάζουµε µε τυχαίους αριθµούς από την 
"σωστή" κατανοµή. 
 
Μείωση ∆ιασποράς: Για να ελαχιστοποιήσουµε το σφάλµα της προσέγγισης (τη 
διασπορά του εκτιµητή). 
 
 
3.5 Σύγκριση µε µεθόδους που βασίζονται σε πλέγµα (grid based methods) 
 
Πως µπορεί µια µέθοδος που βασίζεται σε τυχαίους αριθµούς να είναι καλύτερη 
από τις κλασσικές µεθόδους που βασίζονται σε πλέγµατα; Ας συγκρίνουµε τον 
ρυθµό σύγκλισης της Monte Carlo µε αυτόν µιας αριθµητικής µεθόδου 
ολοκλήρωσης, π.χ. της µεθόδου Simpson. Ο ρυθµός σύγκλισης µιας µεθόδου 
του είδους Newton-Cotes είναι ( )dkNO /− , όπου k η τάξη της µεθόδου και d ο 
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αριθµός των διαστάσεων. Ο ρυθµός σύγκλισης όµως της µεθόδου Monte Carlo 
είναι όπως είδαµε ( )2/1−NO  και είναι ανεξάρτητος των διαστάσεων. Έτσι, 
µπορούµε να πούµε ότι η Monte Carlo υπερισχύει των µεθόδων Newton-Cotes 
εάν  

d2

U

F

   2/1/ <dk  
 
Μια πιο ρεαλιστική εξήγηση είναι ότι είναι πρακτικά αδύνατο να δηµιουργήσουµε 
ένα πλέγµα σε πολλές διαστάσεις. Το απλούστερο πλέγµα για έναν κύβο d 
διαστάσεων απαιτεί  σηµεία. Για 20 διαστάσεις, που δεν είναι ιδιαίτερα 
µεγάλος αριθµός για εφαρµογές, απαιτούνται περισσότερο από ένα εκατοµµύριο 
σηµεία. Επιπλέον είναι αδύνατο να εκλεπτύνουµε ένα πλέγµα σε πολλές 
διαστάσεις αφού µια τέτοια εκλέπτυνση απαιτεί αύξηση των σηµείων κατά ένα 
παράγοντα του . Σε  αντίθεση µε αυτά, η ακρίβεια της Monte Carlo δεν 
εξαρτάται από τις διαστάσεις και κάθε επιπλέον σηµείο που προστίθεται στον 
υπολογισµό προσδίνει µια αυξητική βελτίωση στην ακρίβειά της. 

d2

 
 
 
 
 
 
4. Παραγωγή τυχαίων αριθµών 
 
Όπως είδαµε, στα προηγούµενα θεωρήσαµε κυρίως για απλούστευση ότι 
χρησιµοποιούµε τυχαίες µεταβλητές απο την οµοιόµορφη κατανοµή στην 
ολοκλήρωση Monte Carlo. ∆εν ισχύει όµως πάντα αυτό. Μπορεί να χρειάζεται να 
χρησιµοποιήσουµε τυχαίους αριθµούς από µια άλλη κατανοµή. Οι συνήθεις 
γεννήτριες τυχαίων αριθµών στους υπολογιστές µας δίνουν τυχαίες µεταβλητές-
αριθµούς από την οµοιόµορφη κατανοµή. Για να πάρουµε τυχαίους αριθµούς 
από µη-οµοιόµορφες κατανοµές κάνουµε µετασχηµατισµό των οµοιόµορφων 
τυχαίων µεταβλητών. Παρακάτω παρουσιάζουµε µερικές µεθόδους για την 
παραγωγή µη – οµοιόµορφων τυχαιών µεταβλητών. 
 
 
4.1 Μέθοδος Μετασχηµατισµού 
 
Έστω ότι θέλουµε να κάνουµε µια τυχαία δοκιµή από µια τυχαία µεταβλητή X 
που έχει συνάρτηση κατανοµής . Ξέρουµε ότι η  είναι οµοιόµορφα 
κατανεµηµένη στο [0,1],  αφού . 
Αυτό συνεπάγεται ότι αν η  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [0,1], τότε η 

 είναι κατανεµηµένη σαν την 

)(xF )(XF
 F< − (1 uuFFu P(X  u) P(F(X) ===< − ))(()) 1

)(1 UF − X . Έτσι αρκεί να βρούµε την αντίστροφη 
της συνάρτησης κατανοµής  και να εφαρµόσουµε αυτήν σε µια οµοιόµορφα 
κατανεµηµένη τυχαία δοκιµή u για να πάρουµε µια τυχαία δοκιµή-αριθµό από την 
ζητούµενη κατανοµή. Μπορεί, όµως, να υπάρχουν ουσιαστικά προβλήµατα στην 

()
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εύρεση ή την προσέγγιση της αντίστροφης συνάρτησης της . ()F

( )2/

 
Παράδειγµα 4.1.1 Πως µπορούµε να πάρουµε µια τυχαία δοκιµή από την 
εκθετική κατανοµή 

     
xexF λλ −⋅=)(

 
Βρίσκουµε την αντίστροφή της συνάρτηση: 

   






−=−

λλ
uuF ln1)(1

 
 
Κάνοντας µια τυχαία δοκιµή  από την U[0,1] και θέτοντας  
παίρνουµε µια εκθετικά κατανεµηµένη τυχαία δοκιµή . 

iu )(1
ii uFx −=

ix
 
Παράδειγµα 4.1.2  Πως µπορούµε να πάρουµε τυχαίους αριθµούς από την 
κανονική κατανοµή; Μια standard κανονική τυχαία µεταβλητή έχει πυκνότητα: 

  
)2/exp(

2
1)( 2xxp −=
π  

και αθροιστική συνάρτηση κατανοµής: 

   2
1

2
1)2/exp(

2
1)( 2 xerfdttxF

x

+=−= ∫
∞−π

όπου erf είναι η συνάρτηση σφάλµατος που ορίζεται από : 

  
∫ −=
z

dttzerf
0

2 )exp(
2
2)(
π  

Ένας τρόπος τότε για να πάρουµε µια δοκιµή x από την κανονική κατανοµή είναι 
να εφαρµόσουµε την αντίστροφη της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής F  σε 
µια οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή y. 
Θα έχουµε 

   
( )2/

2
1

2
1)( xerfxFy +==

 
οπότε: 

  ( )122 1 −= − yerfx  
 

 
Για κάποιες κοινά χρησιµοποιούµενες κατανοµές, όπως η κανονική κατανοµή, 
υπάρχουν περισσότερο αποτελεσµατικοί αλγόριθµοι για την παραγωγή τυχαίων 
δοκιµών-αριθµών. Για την κανονική περίπτωση µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει 
την µέθοδο Box-Muller. 
 
Μέθοδος Box - Muller 
 
Η µέθοδος Box-Muller παρέχει ένα άµεσο τρόπο για να παράγουµε κανονικές 
τυχαίες µεταβλητές χωρίς να αντιστρέφουµε την συνάρτηση σφάλµατος. 
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Ξεκινώντας από δύο οµοιόµορφες µεταβλητές , παίρνουµε δύο κανονικές 
τυχαίες µεταβλητές από τους τύπους: 

21 , yy

  
)2sin()log(2

)2cos()log(2

212

211

yyx

yyx

π

π

−=

−=
 

 
Τα µειονεκτήµατα της µεθόδου Box-Muller είναι οτι απαιτεί τον υπολογισµό 
υπερβατικών συναρτήσεων και ότι παράγει δύο τυχαίες µεταβλητές, ανεξάρτητα 
αν χρειαζόµαστε µόνο µία. 
 
 
4.2 Μέθοδος Αποδοχής - Απόρριψης 
 
Έστω ότι θέλουµε να πάρουµε µια τυχαία µεταβλητή y κατανεµηµένη µε 
πυκνότητα  στο πεδίο από )(yp y 21 yώy ςε . Έστω  η µέγιστη τιµή της 
πυκνότητας  στο πεδίο αυτό όπως στο σχήµα. Η µέθοδος έχει ως εξής: 

MAXp

)(yp y

• Παίρνουµε µια τυχαία τιµή y από το 21 yώy ςε  
• Υπολογίζουµε την  για αυτήν την τιµή y )(yp y

• Παίρνουµε ένα τυχαίο αριθµό x που είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένος στο 
πεδίο [  ],0 MAXp

• Εάν  απορρίπτουµε τον αριθµό y, αλλιώς τον αποδεχόµαστε. xyp y <)(
• Ακολουθούµε αυτή τη διαδικασία και παίρνουµε την τυχαια µεταβλητή y που 

είναι κατανεµηµένη σύµφωνα µε πυκνότητα  )(yp y
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Παράδειγµα:  
Θεωρούµε την κανονική κατανοµή µε πυκνότητα: 

  
( )22 2/)(exp

2
1)( σµ

πσ
−−= yypy

 
όπου µ είναι η µέση τιµή και σ η τυπική απόκλιση. Θέτουµε  

σµκαισµ 44 maxmin +=−= yy  
αφού είναι πολύ µικρή η πιθανότητα να πάρουµε τιµές του y που να απέχουν 
περισσότερο από τέσσερις αποκλίσεις από την µέση της τιµή. Τότε η µέγιστη 
τιµή θα είναι: 

  πσ 2
1

=MAXp
 

µε το µέγιστο να προκύπτει όταν y=µ.  
 
Η παρακάτω συνάρτηση της C++ επιστρέφει µια τυχαία µεταβλητή από την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή mean και απόκλιση sigma: 
  
   // Function to return random variable distributed  
   // according to Gaussian distribution with mean mean  
   // and standard deviation sigma. 
 double gaussian (double mean, double sigma) 
 { 
 double ymin = mean - 4. * sigma;  
 double ymax = mean + 4. * sigma;  
 double Pymax = 1. / sqrt (2. * M_PI) / sigma;  
    // Calculate random value uniformly distributed  
    // in range ymin to ymax 
double y = ymin + (ymax - ymin) * double (random ()) / double (RANDMAX);  
    // Calculate Py 
 double Py = exp (- (y - mean) * (y - mean) / 2. / sigma / sigma) / sqrt (2. * M_PI) / 
sigma; 
    // Calculate random value uniformly distributed in range 0 to Pymax 
 double x = Pymax * double (random ()) / double (RANDMAX);  
    // If x > Py reject value and recalculate 
 if (x > Py) return gaussian (mean, sigma);  
else return y;  
}  
 
  
Το παρακάτω σχήµα µας δείχνει την απόδοση της παραπάνω συνάρτησης για 
ένα εκατοµµύριο σηµεία µε mean=5. και  sigma = 1.25. Οι τιµές έχουν 
οµαδοποιηθεί σε 100 οµάδες µε εύρος 0.1. Το σχήµα δείχνει τον αριθµό των 
σηµείων που έπεσαν σε κάθε οµάδα διαιρεµένο κατά ένα κατάλληλο παράγοντα 
κανονικοποίησης. Επίσης φαίνεται η αντίστοιχη Gaussιανή καµπύλη για 
σύγκριση. Φαίνεται καθαρά ότι η συνάρτηση αυτή πετυχαίνει να µας δώσει µια 
τυχαία κανονική µεταβλητή. 
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Η µέθοδος έχει τα εξής πλεονεκτήµατα: 
1) ∆εν απαιτεί τον την αντιστροφή συναρτήσεων κατανοµής. 
2) ∆ουλεύει ακόµα και αν η πυκνότητα p(x) δεν έχει κανονικοποιηθεί για να έχει 
ολοκλήρωµα 1. 
 
Το µόνο της µειονέκτηµα είναι ότι µπορεί να είναι αναποτελεσµατική απαιτώντας 
πολλές επαναλήψεις πριν έχουµε µια αποδοχή. 
 
Μια επέκταση της µεθόδου αποδοχής – απόρριψης είναι ο αλγόριθµος 
Metropolis.  
 
 
 
 
 
5. Μείωση ∆ιασποράς 
 
Όπως είδαµε στα προηγούµενα το σφάλµα ε και ο αριθµός Ν των σηµείων στην 
ολοκλήρωση Monte Carlo συσχετίζονται µε τις σχέσεις: 

  
2

2/1

)/(
)(

εσ

σε

ON
NO

=

= −

 
Ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτείται για την MC είναι ανάλογος του αριθµού 
των δειγµάτων N και είναι της τάξης του , που µας δείχνει ότι ο 2)/( εσO

Καλαµαράς ∆ηµήτρης – α.µ. 137  19



– Π.Μ.Σ. Μαθηµατικού 2001-02 – «Αριθµητική Ανάλυση» - 

υπολογιστικός χρόνος αυξάνεται ραγδαία καθώς η απαιτούµενη ακρίβεια 
µεγαλώνει. Υπάρχουν δύο τρόποι για να επιταχύνουµε, να µειώσουµε το 
σφάλµα, της MC. Ο πρώτος είναι να προσπαθήσουµε να µειώσουµε τη 
διασπορά, στον οποίο το ολοκλήρωµα µετασχηµατίζεται έτσι ώστε να µειωθεί η 
σταθερά σ. Ο δεύτερος τρόπος, που θα εξετάσουµε παρακάτω, είναι να 
αντικαταστήσουµε τις τυχαίες τιµές που χρησιµοποιούµε µε µια εναλλακτική 
ακολουθία –quasi-τυχαίοι αριθµοί-  που βελτιώνει τον εκθέτη ½.  
Μια παρατήρηση που πρέπει να κάνουµε ότι οι µέθοδοι που ακολουθούν 
απαιτούν επιπλέον υπολογιστικό χρόνο, που όµως εξισορροπείται από το 
κέρδος που έχουµε µε το µειωµένο αριθµό σηµείων Ν. Στα περισσότερα 
παραδείγµατα, το κέρδος λόγω της µείωσης της διασποράς είναι αρκετά 
σηµαντικό. 
 
5.1 Αντίθετες µεταβλητές (Antithetic Variables) 
 
Οι αντίθετες µεταβλητές είναι µια από τις απλούστερες και πιο ευρέως 
χρησιµοποιούµενες µεθόδους µείωσης της διασποράς. Συνήθως οι υπολογισµοί 
MC χρησιµοποιούν σηµεία που είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Η µέθοδος των 
αντίθετων µεταβλητών εσκεµµένα χρησιµοποιεί συσχετισµένα σηµεία, 
εκµεταλλευόµενη το γεγονός ότι µια τέτοια συσχέτιση µπορεί να είναι αρνητική. 
Μαθηµατικά, βασιζόµαστε στο γεγονός ότι: 
  Var ),(2)()()( 212121 ffcoVarfVarfVarff ++=+  
Εάν µπορούσαµε να διαλέξουµε σηµεία τέτοια ώστε  τότε θα 
είχαµε µια ουσιαστική µείωση στην διασπορά. Για κάθε (πολυδιάστατη) 
δειγµατική τιµή-σηµείο x, χρησιµοποιούµε επίσης την τιµή –x. Έτσι η µέθοδος 
Monte Carlo γίνεται: 

0),( 21 <ffCoVar

  ( )∑
=

−+=
N

i
iiN ff

N
I

1
)()(

2
1ˆ xx  

Παράδειγµα: 
Το πιο τετριµµένο παράδειγµα αυτής της µεθόδου είναι η ολοκλήρωση MC της 
συνάρτησης  στο διάστηµα [0,1]  υπολογίζοντας τις τιµές της στα σηµεία xxf =)(

ixx −11 και . Αφού η  είναι µονότονη στο πεδίο ολοκλήρωσης [0,1], τότε η  
 είναι αρνητική. Έτσι η ακόλουθη προσέγγιση: 

)(xf
))1( xf −),(( xfCoVar

  
( )∑

∑ ∑

=

= =

−+=

−+=
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1
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xfxf
n

xf
n

xf
n

I
 

έχει διασπορά 

  ( ) ( )1(),()(1)ˆ( xfxfCoVarxfV
n

I a
n −+= )V  

που είναι µικρότερη από τον πρώτο εκτιµητή εάν . 0))1(),(( <− xfxfCoVar
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5.2 Μεταβλητές Ελέγχου (Control Variables) 
 
Τώρα έστω ότι έχουµε µια εύκολα ολοκληρώσιµη συνάρτηση που είναι 
παρόµοια µε την προς ολοκληρωση συνάρτηση  και έχει το ίδιο πεδίο 
ολοκλήρωσης µε αυτήν . Τότε θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε αυτό το 
γεγονός για να αυξήσουµε την διασπορά της ολοκλήρωσης Monte Carlo. 
Χρησιµοποιούµε την ταυτότητα: 

)(xg
)(xf

D

 ( )∫∫∫
∈∈∈

−+==
DxDxDx

dxxgxfdxxgdxxfI )23()()()()(  

Το πρώτο ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί χωρίς προσέγγιση, οπότε 
χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε ολοκλήρωση Monte Carlo µόνο στο δεύτερο 
ολοκλήρωµα.Η διασπορά της προσέγγισης αυτής είναι τότε: 
  ),(2)()()ˆ( gfCovgVfVIV c

n −+=
Έτσι, εάν οι συναρτήσεις g και f  είναι πολύ παρόµοιες, συνεπάγεται ότι η 
συνδιασπορά  είναι µεγάλη, και τότε ),( gfCov ( ) ( )n

c
n IVI ˆˆ <V . 

 
Η ιδέα των µεταβλητών ελέγχου είναι να χρησιµοποιήσουµε µια συνάρτηση g, 
που είναι παρόµοια µε την προς ολοκλήρωση συνάρτηση f, και για την οποία το 
ολοκλήρωµα  είναι γνωστό.  Τότε το ολοκλήρωµα της f µπορεί να 
γραφτεί ως 

∫= dxxggI )(][

 
  ∫∫ +−= dxxgdxxgxffI )())()((][  
 
Και έτσι η µέθοδος Monte Carlo γίνεται : 

  ( ) ][)()(1ˆ
1

gIxgxf
N

I
N

i
iiN +−= ∑

=

 

 

της οποίας το σφάλµα  είναι µεγέθους:  NIfIf ˆ][][ −=Νε
2/1][ −

−Ν ≈ Nf gfσε  
 

όπου   ( )∫ −=− dxxgxfgf
22 )()(σ  

 
χρησιµοποιώντας την σήµανση: ][)()(],[)()( fIxgxgfIxfxf −=−= . 
Καταλήγουµε έτσι ότι η µέθοδος αυτή είναι αποτελεσµατική αν: 
    fgf σσ <<−  
 
 
5.3 Matching Moments Μέθοδος 
 
Το σφάλµα της ολοκλήρωσης κατά Monte Carlo οφείλεται  εν µέρει στο 
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στατιστικό δειγµατικό σφάλµα, δηλαδή στις διαφορές µεταξύ της απαιτούµενης 
συνάρτησης πυκνότητας p(x) και της εµπειρικής συνάρτησης πυκνότητας των 
δειγµατισµένων σηµείων . Τµήµα αυτής της διαφοράς µπορεί να ιδωθεί 
απευθείας µε την σύγκριση των στιγµών (moments) των δύο κατανοµών. 
Ορίζουµε τις πρώτες και δεύτερες στιγµές  και  της p ως: 

N
iix 1}{ =

1m 2m
  ∫∫ == dxxpxmdxxxp )(,)( 2

21m  
 
Οι πρώτες και οι δεύτερες στιγµές 1µ  και  2µ  του δείγµατος {  είναι: N

iix 1} =

    ∑∑
=

−

=

− ==
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i
i

N

i
i xNxN

1

21
2

1

1
1 , µµ

 
Το σφάλµα των στιγµών οφείλεται στην ανισότητα αυτών των στιγµών, δηλαδή: 

  2211 , mm ≠≠ µµ  
 
Μια µερική διόρθωση του στατιστικού δειγµατικού σφάλµατος είναι να κάνουµε 
τις στιγµές να ταιριάζουν ακριβώς. Αυτό µπορεί να γίνει µε έναν απλό 
µετασχηµατισµό των δειγµάτων-σηµείων. Για να ταιριάξουµε την πρώτη στιγµή 
του δείγµατος µε αυτήν της p, αντικαθιστούµε τα  µε: ix
  ( ) 11 mxy ii +−= µ  
Αυτό ικανοποιεί την  
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έτσι ώστε η πρώτη στιγµή να είναι ακριβώς σωστή. Για να ταιριάξουµε τις δύο 
πρώτες στιγµές, αντικαθιστούµε τα  µε: ix
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τότε έχουµε: 
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Αυτές οι µετασχηµατισµένες ακολουθίες θα πρέπει να χρησιµοποιούνται µε 
κάποια προσοχή. Αφού ο µετασχηµατισµός εµπλέκει τις 1µ  και  2µ , τα νέα 
δείγµατα-σηµεία  δεν είναι πια ανεξάρτητα και οι εκτιµήσεις του σφάλµατος της 
MC δεν είναι πια ξεκάθαρες. Για παράδειγµα το Κ. Ο. Θ µπορεί να µην 
εφαρµόζεται άµεσα. Στην πραγµατικότητα, αυτή η µέθοδος είναι ένα παράδειγµα 
του δεύτερου τρόπου που χρησιµοποιούµε για να επιταχύνουµε την MC, µε 
τροποποίηση των ιδιοτήτων της τυχαίας ακολουθίας, που θα δούµε στο επόµενο 
κεφάλαιο. Παρουσιάζεται όµως εδώ, γιατί η προκύπτουσα βελτίωση της 
ακρίβειας της MC είναι συγκρίσιµη µε αυτήν που έχουµε χρησιµοποιώντας τις 
υπόλοιπες τεχνικές µείωσης της διασποράς. 

iy
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5.4 ∆ιαστρωµατωµένη δειγµατοληψία (Stratified Sampling) 
 
Η διαστρωµατωµένη δειγµατοληψία συνδυάζει τα πλεονεκτήµατα ενός 
πλέγµατος µε εκείνα των τυχαίων µεταβλητών. Ο κανόνας εδώ είναι να 
παίρνουµε δείγµατα-σηµεία όπου οι τιµές  είναι πιο πιθανό να δείξουν 
µεγάλη διασπορά. Στην πιο απλή περίπτωση, η διαστρωµάτωση βασίζεται σε 
ένα κανονικό πλέγµα µε οµοιόµορφη πυκνότητα σε µια διάσταση. ∆ιαµερίζουµε 
την περιοχή ολοκλήρωσης Ω=[0,1] σε Μ υποδιαστήµατα 

)( ixf

kΩ  µε κάθε ένα: 
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=
M
k

M
k

k ,)1(
Ω  

 

Έτσι κάθε ένα τέτοιο υποσύνολο έχει το ίδιο µέτρο: 
Mk
1

=Ω . Ορίζουµε τις µέσες 

τιµές  σε καθένα  µε: kΩ

  ∫
Ω

− Ω∈Ω==
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για kkk xdxxffxf ,)()( 1  

Για κάθε k, παίρνουµε  σηµεία  οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο 
.  

MNN k /= }{ )(k
ix

kΩ
Τοτε ο διαστρωµατωµένος τύπος για την προσέγγιση µε την MC  είναι απλώς το 
άθροισµα των τύπων για κάθε υποδιάστηµα, δηλαδή: 

  ( )∑ ∑
= =

−=
M

k

MN

i

k
iN xfNI

1

/

1

)(1
 

 
Το σφάλµα της µεθόδου MC για αυτό το διαστρωµατωµένο άθροισµα είναι: 
    sσε 2/1−Ν≈

µε ( ) ( )∑ ∫∫
= Ω

−=−=
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k
ks
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dxfxfdxxfxf
1
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Για αυτόν τον διαστρωµατωµένο κανόνα υπάρχει ένα πολύ απλό αποτέλεσµα. Η 
διαστρωµατωµένη MC υπερνικάει πάντα την απλή MC µέθοδο, αφού: 
  σσ ≤s  
 
Η απόδειξη της ανισότητας αυτής είναι απλή (βλ. βιβλιογραφία Caflisch) 
  
 
5.5 Σηµαντική ∆ειγµατοληψία (Importance Sampling) 
 
 Η σηµαντική δειγµατοληψία είναι η πλέον διαδεδοµένη µέθοδος µείωσης της 
διασποράς. Στην απλή ολοκλήρωση Monte Carlo, χρησιµοποιήσαµε µια 
οµοιόµορφη κατανοµή. Αυτή ήταν µόνο µια επιλογή. Εάν το ολοκλήρωµα που 
που υπολογίζουµε δεν είναι αρκετά οµοιόµορφο, ένας καλύτερος τρόπος για να 
µειώσουµε την διασπορά είναι να παίρνουµε περισσότερα δείγµατα-αριθµούς 
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από κάποιες περιοχές παρά από κάποιες άλλες. Εάν δηλαδή η  
διακυµαίνεται αρκετά στο πεδίο ολοκλήρωσης, υπάρχουν κάποια διαστήµατα στα 
οποία η συνάρτηση είναι περισσότερο «σηµαντική», έχει περισσότερο βάρος στο 
ολοκλήρωµα από ότι σε άλλα διαστήµατα. Θα µπορούσαµε να 
χρησιµοποιήσουµε µια κατανοµή µε πεδίο ορισµού το πεδίο ολοκλήρωσης για να 
δώσουµε αξία σε αυτό το γεγονός, µε την έννοια ότι θα παίρνουµε τυχαίους 
αριθµούς πιο συχνά από τα «σηµαντικά» διαστήµατα (µε ένα τρόπο, έχουµε ήδη 
διερευνήσει αυτήν την µέθοδο στην διαστρωµατωµένη δειγµαληψία).  

)(xf

 Έστω ότι έχουµε µια τυχαία µεταβλητή X  µε κατανοµή πουχαρακτηρίζεται 
από την συνάρτηση πυκνότητάς της )(xφ  µε πεδίο ορισµού το D. Τότε: 
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Αυτή η µέση τιµή, και το ολοκλήρωµα, µπορεί εκτιµηθεί χρησιµοποιώντας την: 
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και η διασπορά και ο εκτιµητής της είναι: 
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όπου τα  είναι δοκιµές από την κατανοµή που χαρακτηρίζεται από την 

πυκνότητα 

ix

)(xφ . Είναι σαφές ότι η προς ολοκλήρωση 
)(
)( 2

x
xf

φ
 είναι σηµαντική, και 

εάν αυτή µπορούσε να ελαχιστοποιηθεί, θα παίρναµε µια µικρή διασπορά του 

εκτιµητή . Έτσι, καθώς µειώνουµε την διασπορά στην φ
nÎ

)(
)(

x
xf

φ
, δηλαδή 

χρησιµοποιούµε µια )(xφ  που είναι παρόµοια µε την , µειώνουµε επίσης την 
διασπορά του εκτιµητή 

)(xf
Î . Μια δυσκολία είναι ότι απαιτείται δειγµατοληψία από 

την πυκνότητα p, αλλά αυτό µπορεί να γίνει µε τη µέθοδο Acceptance-Rejection  
που παρουσιάσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο.  
 

Παρατήρηση:  Σηµειώνουµε ότι εάν η 
)(
)( 2

x
xf

φ
 πηγαίνει στο άπειρο, όπου φ(x) 0 

, η διασπορά γίνεται άπειρη. Είναι δηλαδή επικίνδυνο να διαλέγουµε συναρτήσεις 
πυκνότητας που προσεγγίζουν το µηδέν γρήγορα. Έτσι χρειάζεται να 
προσπαθήσουµε αρκετά για να το εµποδίσουµε αυτό µε µια έξυπνη επιλογή της 

)(xφ . Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει εάν χρησιµοποιήσουµε την κανονική κατανοµή 
σαν την κατανοµή της σηµαντικής δειγµατοληψίας. 
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 Θα πρέπει τώρα να είναι σαφές ότι η έννοια “σηµαντική δειγµατοληψία» 
αναφέρεται στο γεγονός ότι δίνουµε έµφαση σε σπάνια αλλά σηµαντικά 
γεγονότα, όπως είναι µικρές περιοχές στις οποίες η συνάρτηση  είναι 
µεγάλη. 

)(xf

 
Ενα Αριθµητικό Παράδειγµα 
 
 Θα προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα : 
 

   ∫ ⋅=
2

0

sin
π

dxxI  

Η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος αυτού είναι γνωστή και ίση µε: 
 

   [ ] 1cossin 2
0

2

0

=−=⋅∫ π
π

xdxx  

 
Θα χρησιµοποιήσουµε δύο διαφορετικές τυχαίες µεταβλητές Χ για τον 
υπολογισµό: µια µε σταθερή πυκνότητα π2)( =xp , δηλαδή µια οµοιόµορφη 
κατανοµή στο διάστηµα 0 < x < π/2, και µία τ.µ. µε γραµµική πυκνότητα 

28)( πxxp = . Και οι δύο πυκνότητες, µαζί µε την προς ολοκλήρωση sinx 
φαίνονται στο σχήµα.  
 
          
 

          
 
 
Είναι προφανές ότι η γραµµική πυκνότητα συµφωνεί περισσότερο µε την 
πρόταση της δειγµατοληπτικής σηµασίας , ότι είναι επιθυµητό η p(x) να είναι 
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ανάλογη µε την απόλυτη τιµή της προς ολοκλήρωση συνάρτησης sinx. Έτσι 
µπορούµε να αναµένουµε ότι η δεύτερη προσέγγιση θα µας δώσει καλύτερα 
αποτελέσµατα. 
 
Πρώτη προσέγγιση 
 
 Έστω ότι π2)( =xp  για κάθε x στο (0 , π/2). Ο τύπος για την 
µοντελοποίηση της X προκύπτει από την σχέση x = α +u (b-α) για α = 0  και  b = 
π/2, όπου u είναι µια µεταβλητή οµοιόµορφη στο (0,1) οπότε θα έχουµε: 

    ux
2
π

=  

 
Τώρα η εξίσωση της ΜC παίρνει τη µορφήQ 

    ∑
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j
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I
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2
π  

Θεωρούµε ότι Ν = 10. Για τις τιµές της γ χρησιµοποιούµε τριάδες ψηφίων από 
κάποιον πίνακα τυχαίων αριθµών πολλαπλασιασµένων µε 0.001. Τα ενδιάµεσα 
αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 1.  Το τελικό αποτέλεσµα του 
υπολογισµού είναι   952.0≈I
 
∆εύτερη προσέγγιση 
 
 Τώρα θεωρούµε ότι 28)( πxxp = . Για τη µοντελοποίηση αυτής της τ.µ.  
αντιστρέφουµε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της 
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Τώρα η εκτίµηση MC  παίρνει τη µορφή 
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Θεωρούµε πάλι Ν = 10. Χρησιµοποιούµε τους ίδιους τυχαίους αριθµούς γ όπως 
και στην πρώτη προσέγγιση. Τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα 
1.  
Το τελικό αποτέλεσµα του υπολογισµού είναι: 
    016.1≈I
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Πρώτη προσέγγιση ∆εύτερη Προσέγγιση  
 
j  

 
 

ju  
 

jx  
 

jxsin  
 

jx  
j

j

x
xsin

 

1 0.865 1.359 0.978 1.461 0.680 
2 0.159 0.250 0.247 0.626 0.936 
3 0.079 0.124 0.124 0.442 0.968 
4 0.566 0.889 0.776 1.182 0.783 
5 0.155 0.243 0.241 0.618 0.937 
6 0.664 1.043 0.864 1.280 0.748 
7 0.345 0.542 0.516 0.923 0.863 
8 0.655 1.029 0.857 1.271 0.751 
9 0.812 1.275 0.957 1.415 0.698 
10 0.312 0.521 0.498 0.905 0.868 
 

Πίνακας 1 : Ενδιάµεσα Αποτελέσµατα των ∆ύο προσεγγίσεων 
 
Όπως προβλέψαµε, η δεύτερη προσέγγιση δίδει περισσότερο ακριβές 
αποτέλεσµα. 
 

Εκτιµήσεις Σφαλµάτων 
 
 Από τις τιµές που δίνονται στον πίνακα 1, µπορεί κανείς να προσεγγίσει 
τις διασπορές και για τις δύο περιπτώσεις. Για την πρώτη περίπτωση θα έχουµε: 
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Για τη δεύτερη περίπτωση θα έχουµε: 

( ) 016.0777.6875.6
576

sin
10
1sin

649
)

)(
)((

4

2
10

1

10

1

2
4

=−=

⇔
























−











⋅
≈ ∑∑

==

π

ξ
ξ

ξ
ξπ

j j

j

j j

j

xp
xfVar

 

 
Αν και το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό (Ν=10) και δεν µπορεί να 

εγγυηθεί την εφαρµογή του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος, ας 
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προσπαθήσουµε να εκτιµήσουµε τα πιθανά σφάλµατα  
και για τους δύο υπολογισµούς. Για την πρώτη περίπτωση,  r   ενώ για 
την δεύτερη  . Φαίνεται καθαρά ότι τα πραγµατικά απόλυτα σφάλµατα - 
0.048 και 0.016 αντίστοιχα - είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε τα πιθανά 
σφάλµατα.  

( ) 2/1/()6745.0 NVarr =Ν

103.0=N

027.0=Nr

Οι ακριβείς τιµές των διασπορών είναι 0.233 και 0.0166. Βλέπει κανείς οτι 
η δεύτερη προσέγγιση που περιλαµβάνει σηµαντική δειγµατοληψία είναι επίσης 
πιο ακριβής για την εκτίµηση της διασποράς. 
 
 
5.6 Προσαρµόσιµες Monte Carlo – Μέθοδος Vegas 
 
Οι τεχνικές µείωσης της διασποράς που περιγράφησαν παραπάνω απαιτούν 
κάποια a priori γνώση για την συµπεριφορά της συνάρτησης. Στην πράξη αυτή 
τη γνώση δεν την έχουµε συχνά, οπότε είναι καλύτερο να χρησιµοποιούµε 
προσαρµόσιµες τεχνικές, δηλαδή αλγορίθµους που µαθαίνουν για την 
συνάρτηση καθώς προχωρούν. Ένας τέτοιος αλγόριθµος είναι ο Vegas που 
χρησιµοποιείται πολύ στην Ενεργειακή Φυσική. Ο Vegas συγκεντρώνει τις 
βασικές ιδέες της σηµαντικής δειγµατοληψίας και της διαστρωµάτωσης σε έναν 
επαναληπτικό αλγόριθµο, που αυτόµατα συγκεντρώνει τους συναρτησιακούς 
υπολογισµούς σε εκείνες τις περιοχές όπου η προς ολοκλήρωση συνάρτηση έχει 
µεγαλύτερο µέγεθος. Ο αλγόριθµος ξεκινά διαµερίζοντας το πεδίο ολοκλήρωσης 
σε ένα παραλληλόγραµµο πλέγµα και κάνει µια ολοκλήρωση σε κάθε υποπεδίο. 
Αυτά τα αποτελέσµατα χρησιµοποιούνται κατόπιν για να προσαρµοστεί 
κατάλληλα το πλέγµα για την επόµενη επανάληψη, σύµφωνα µε το από που το 
ολοκλήρωµα δέχεται κυρίαρχες επιδράσεις. Με αυτόν τον τρόπο, ο Vegas 
χρησιµοποιεί σηµαντική δειγµατοληψία  και προσπαθεί να προσεγγίσει τη 
βέλτιστη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

  
∫

=
dxxf

xfxpOPTINAL
)(

)()(  

 
µε µια συνάρτηση βήµατος.  
Τελικά µετά από κάποιες επαναλήψεις, βρίσκεται το καλύτερο πλέγµα. Μετά από 
αυτήν την αρχική εξερευνητική φάση, το πλέγµα παγώνει και σε µια δεύτερη 
φάση υπολογίζεται το ολοκλήρωµα µε υψηλή ακρίβεια βάση του βέλτιστου αυτού 
πλέγµατος. Ο διαχωρισµός αυτός σε δύο φάσεις µας επιτρέπει να 
χρησιµοποιούµε λιγότερους συναρτησιακούς υπολογισµούς στην εξερευνητική 
φάση και να αγνοούµε τις αριθµητικές εκτιµήσεις αυτής της φάσης που κατά 
κανόνα θα έχουν µεγαλύτερη διασπορά. 
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6. Quasi-Μonte Carlo Μέθοδοι 
 
Οι quasi-τυχαίες ακολουθίες είναι µια ντετερµινιστική εναλλακτική λύση για να 
επιταχύνουµε την MC. Σε αντίθεση µε τις ψευδο-τυχαίες ακολουθίες αριθµών 
που είδαµε µέχρι τώρα, και οι οποίες προσπαθούν να µιµηθούν τις ιδιότητες των 
τυχαίων ακολουθιών, οι quasi-τυχαίες ακολουθίες είναι σχεδιασµένες έτσι ώστε 
να µας παρέχουν µεγαλύτερη οµοιοµορφία από µια τυχαία ακολουθία και έτσι 
γρηγορότερη σύγκλιση στους αριθµητικούς τύπους προσέγγισης. Η οµοιοµορφία 
µιας ακολουθίας µετράται σε σχέση µε την ασυµφωνία (discrepancy) της, και 
γι΄αυτό πολλές φορές οι quasi-τυχαίες ακολουθίες καλούνται και χαµηλής-
ασυµφωνίας (low discrepancy). Οι µέθοδοι που προκύπτουν µε την χρήση των 
ακολουθιών αυτών λέγονται quasi-Μonte Carlo.  
 
6.1 Monte Carlo εναντίον quasi-Monte Carlo 
 
Οι τυπικές µέθοδοι Monte Carlo χρησιµοποιούν (ψευδο-)τυχαίες ακολουθίες 
αριθµών για συγκλίνουν όπως έχουµε δει µε ρυθµό ( )2/1−NO , όπου Ν ο αριθµός 
των δειγµάτων-σηµείων.Επιπλέον οι κλασσικές MC µέθοδοι χρησιµοποιούνται 
εκτός από την ολοκλήρωση, και στην βελτιστοποίηση αλλά και στα προβλήµατα 
προσοµείωσης. 
 Ο περιοριστικός παράγοντας στην ακρίβεια της MC είναι ο συστοιχισµός 
(clumbing) που εµφανίζεται στα σηµεία µιας (ψευδο-)τυχαίας ακολουθίας. Ο 
συστοιχισµός αυτός όπως επίσης και τα κενά χωρίς καθόλου σηµεία, που 
φαίνονται καθαρά στο παρακάτω σχήµα, όπου συγκρίνουµε οπτικά µια (ψευδο-) 
τυχαία ακολουθία µε µια quasi-τυχαία ακολουθία (Sobol’) στις δύο διαστάσεις. 
 

 
Ο λόγος που η (ψευδο)τυχαία ακολουθία (αριστερό σχήµα) εµφανίζει αυτούς 
τους συστοιχισµούς αλλά και τα κενά είναι ότι τα σηµεία είναι ανεξάρτητα µεταξύ 
τους. Αφού διαφορετικά σηµεία δεν γνωρίζουν τίποτε το ένα για το άλλο, υπάρχει 
µια µικρή πιθανότητα να πέσουν πολύ κοντά µεταξύ τους. Στην πράξη, περίπου 
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N  σηµεία από τα N συνολικά πέφτουν σε τέτοιες συστοιχίες. 

((logO

dI =

 
Οι quasi-Monte Carlo µέθοδοι χρησιµοποιούν quasi-τυχαίους αριθµούς, που είναι 
ντετερµιστικοί, µε συσχετίσεις µεταξύ των σηµείων για να αποφευχθούν οι 
συστοιχίες αυτές. Έτσι οι quasi Monte Carlo µέθοδοι έχουν ρυθµό σύγκλισης 

)1) −NN k . Λόγω των συσχετίσεων αυτών δεν είναι τόσο ευπροσάρµοστες, 
πολλαπλών χρήσεων όπως η κλασσική Μonte Carlo µε τους ψευδο-τυχαίους 
αριθµούς. Είναι σχεδιασµένοι για ολοκλήρωση παρά για προσοµείωση ή 
βελτιστοποίηση. Βέβαια, το ζητούµενο αποτέλεσµα µιας προσοµείωσης µπορεί 
συχνά να γραφεί σαν µια εκτίµηση, που είναι ένα ολοκλήρωµα, έτσι ώστε να 
µπορεί να εφαρµοστεί µια µέθοδος qMC. Όπως θα δούµε όµως παρακάτω η 
χρήση quasi-τυχαίων ακολουθιών εισάγει υψηλή διαστατικότητα, που µπορεί να 
περιορίσει την αποτελεσµατικότητα των quasi-Monte Carlo ακολουθιών. 
 
6.2 Ασυµφωνία (discrepancy) 
 
Οι quasi-τυχαίες ακολουθίες εφευρέθηκαν από τους θεωρητικούς των αριθµών 
που ενδιαφέρονταν για τις ιδιότητες οµοιοµορφίας των αριθµητικών ακολουθιών 
(Kuipers και Niederreiter 1974, Hua και Wang 1981). Ένα σηµαντικό πρώτο 
βήµα είναι η τυποποίηση ενός ποσοτικού µέτρου οµοιοµορφίας. Η οµοιοµορφία 
µιας ακολουθίας µετράται µε την ασυµφωνία (discrepancy) της.  
Ας το δούµε λιγάκι διαισθητικά πρώτα: Φανταζόµαστε ότι έχουµε 1000 σηµεία σε 
ένα κουτί που είναι ένας κύβος µε όγκο 1. Πως θα κατανείµουµε τα 1000 αυτά 
σηµεία στο χώρο του κύβου έτσι ώστε οποιονδήποτε υπο-χώρο πάρουµε στο 
κουτί να έχει έναν αριθµό σηµείων µέσα του που να είναι ανάλογος µε το 
αντίστοιχο όγκο του; Αυτό είναι ένα κλασσικό πρόβληµα θεωρίας µέτρου που 
λύθηκε από τον µαθηµατικό Roth. Αυτός τυποποίησε το πρόβληµα της χαµηλής 
ασυµφωνίας (low discrepancy). H ασυµφωνία συσχετίζεται µε την χειρότερη 
απόκλιση του ποσοστού των σηµείων σε κάθε υποόγκο (ή υπο – τετράγωνο αν 
φανταστοµε µια λεπτή φέτα στο χώρο)  σε σχέση µε το ακριβές ποσοστό των 
σηµείων για τέλεια οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία. ∆ουλεύοντας µε τον 
µοναδιαίο υπερκύβο, εργαζόµαστε απευθείας µε το ποσοστό του όγκου του για 
τους υποόγκους. 
Η ασυµφωνία µετράει τον βαθµό στον οποίον τα σηµεία είναι εξίσου 
διασκορπισµένα στον µοναδιαίο υπερκύβο. Έστω ένας d-διάστατος υπερκύβος 

 µε όγκο 1 και  µια ακολουθία P,  d)1,0[ { }nx  Ν σηµείων διασκορπισµένων σε 
όλον όγκο του υπερκύβου. Έστω J να είναι ένα υποτετράγωνο, δηλαδή µια 
λεπτή φέτα του υπερκύβου dI  , µε όγκο v(J) και E να είναι το σύνολο όλων των 
τέτοιων συνόλων-υποτετραγώνων του υπερκύβου. Τότε ορίζουµε :  

  )()( Jv
N

Jίό
JRN −=

στοωνσηµεςαριθµ
 

 
Το  είναι απλώς το σφάλµα της Monte Carlo στην µέτρηση του όγκου του 
J. Η ασυµφωνία ορίζεται τότε εφαρµόζοντας κάποια νόρµα στο .  

)(JRN

)(JRN

Καλαµαράς ∆ηµήτρης – α.µ. 137  30



– Π.Μ.Σ. Μαθηµατικού 2001-02 – «Αριθµητική Ανάλυση» - 

Εάν εφαρµόσουµε την L-άπειρο νόρµα έχουµε την εξής ασυµφωνία  της P: ND

   )(sup JRD N
EJ

N
∈

=  

 
Αυτή η έννοια συνδέεται µε την χειρότερη περίπτωση ανάµεσα σε όλες για τα 
κενά και τις συστοιχίες σηµείων.  
Επιπλέον, επειδή κάθε τετραγωνικό σύνολο σαν το J µπορεί να οριστεί από δύο 
κορυφές-αντίποδες, ένα τέτοιο σύνολο J µπορεί να οριστεί σαν J=J(x,y), στο 
οποίο τα σηµεία x και y είναι αντίποδες κορυφές. Έτσι, ορίζουµε και µια ακόµη 
ασυµφωνία, T ,  αν εφαρµόσουµε την L-τετράγωνο νόρµα στο : N )(JRN

    

( )
2/1

,),(

2

2

),(











= ∫

<∈ ii
d yxIyx

NN ddJRT yxyx  

 
Επίσης ορίζουµε την ασυµφωνία για τετραγωνικά σύνολα µε µια κορυφή 0, J(0,x) 
δηλαδή σύνολα της µορφής: ],0[

1∏ =

d

i ix , και συµβολίζουµε *E  το σύνολο όλων 
των τέτοιων υποσυνόλων. Τότε η προκύπτουσα ασυµφωνία, ασυµφωνία άστρο, 
είναι για τις δύο παραπάνω περιπτώσεις: 

   [ ]
*

)(sup*

EJ
NN JRD

∈

=

και 

  T  ( )
2/1

2* ),0(











= ∫

i
dI

NN dJR xx

   
 
6.3  Koksma-Hlawka ανισότητα 
 
Οι quasi-τυχαίες ακολουθίες είναι χρήσιµες στην ολοκλήρωση γιατί οδηγούν σε 
πολύ µικρότερο σφάλµα από ότι η κλασσική Monte Carlo µε τους (ψευδο-
)τυχαίους αριθµούς.  Η βάση για την ανάλυση του σφάλµατος σύγκλισης στις 
quasi-Monte Carlo µεθόδους είναι η ανισότητα Koksma-Hlawka. 
Θεωρούµε το ολοκλήρωµα  

   ∫=
dI

dxxffI )(][

και την προσέγγιση Monte Carlo: 

   ∑
=

=
N

i
iN xf

N
fI

1
)(1][  
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και έχουµε ορίσει το σφάλµα σύγκλισης: 
 
   ][][][ fIfIf N−=ε  
 
Ορίζουµε την µεταβλητότητα (variation) (µε την Hardy Krause έννοια) της 
συνάρτησης , µιας µεταβλητής: f

   ∫=
1

0

][ dt
dt
dffV  

 
Σε d διαστάσεις η µεταβλητότητα ορίζεται ως: 
 

  ∑∫
=

+
∂∂

∂
=

d

i

i

I
d

d

d

fVdtdt
tt

ff
d 1

)(
11

1

...
....

][V   

 
όπου  είναι ο περιορισµός της συνάρτησης  στο σύνορο . Αφού αυτοί 
οι περιορισµοί είναι συναρτήσεις d-1 µεταβλητών , ο ορισµός αυτός είναι 
επαναληπτικός.  

)(
1

if f 1=ix

 
Θεώρηµα Koksma-Hlawka 
 
Για κάθε ακολουθία {  και για κάθε συνάρτηση  µε φραγµένη µεταβλητότητα, 
το σφάλµα ολοκλήρωσης ε  φράσσεται ως εξής: 

}nx f

     
*][][ NDfVf ⋅≤ε

 
Παρατηρούµε ότι η ακρίβεια ελέγχεται από τη µεταβλητότητα V και από την 
ασυµφωνία της ακολουθίας.  Επειδή συνήθως δεν διαλέγουµε εµείς την 
συνάρτηση προς ολοκλήρωση και άρα δεν µπορούµε να ελέγξουµε την 
µεταβλητότητα της, προσπαθούµε να κατασκευάσουµε ακολουθίες χαµηλής 
ασυµφωνίας σε µεγάλες διαστάσεις για αποτελεσµατική ολοκλήρωση. 
 
Είναι χρήσιµο να συγκρίνουµε την Koksma – Hlawka ανισότητα για τις quasi-MC 
µε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (Root Mean Square Error (RMSE) ) της 
κλασσικής MC ολοκλήρωσης που χρησιµοποιεί (ψευδο-)τυχαίες ακολουθίες: 

    [ ] 2/12/12 ][][ −⋅= NffE σε
 
όπου : 

   ( )
2/1

2][)(][ 
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και 

  ∫ ∑
=

−=
dI

N

i
ixf

N
dxxff

1
)(1)(][ε   

 
Παρατηρούµε τα εξής : 
♦ Και τα δύο φράγµατα του σφάλµατος είναι ένα γινόµενο ενός παράγοντα που 

εξαρτάται από την ακολουθία (το  για το RMSE και η  για την 
Koksma-Hlawka) και ενός που εξαρτάται από την συνάρτηση (η 
µεταβλητότητα V για την Koksma-Hlawka και η διασπορά σ για το RMSE) 

2/1−N ND

♦ Η ανισότητα Koksma-Hlawka είναι ένα φράγµα χειρότερης περίπτωσης, ενώ 
το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της κλασσικής MC είναι πιθανοθεωρητικό. 

♦ Το RMSE είναι ισότητα και για αυτό το λόγο στιβαρό, ενώ η ανισότητα είναι 
απλώς ένα άνω φράγµα. 

♦ Η εµπειρία µας δείχνει ότι η µεταβλητότητα V στην Koksma-Hlawka  είναι 
συνήθως µια µεγάλη υπερεκτίµηση, ενώ η ασυµφωνία είναι ενδεικτική της 
πραγµατικής απόδοσης. 

 
Ένα επιπλέον, πιο περίπλοκο σηµείο είναι ότι στην κλασσική Monte Carlo, κάθε 
σηµείο είναι µια εκτίµηση του όλου ολοκληρώµατος. Σε µια τυπική quasi-τυχαία 
ακολουθία, από την άλλη, έχουµε µια ιεραρχική δοµή, έτσι ώστε τα αρχικά σηµεία 
να δειγµατίζουν το ολοκλήρωµα σε µια αρχική κλίµακα και τα κατοπινά σηµεία να 
το προσεγγίζουν όλο και καλύτερα. Αυτή είναι η πηγή των logN όρων στα 
φράγµατα της ασυµφωνίας που θα δούµε παρακάτω. 
 
 
6.4  Μέσο Σφάλµα Ολοκλήρωσης 
 
Η περισσότερη υπολογιστική εµπειρία µας δείχνει ότι η ασυµφωνία είναι ένας 
καλός δείκτης για την απόδοση της quasi-Monte Carlo, ενώ η µεταβλητότητα δεν 
είναι. 
Αυτή ακριβώς η εµπειρία επιβεβαιώνεται και από το εξής αποτέλεσµα που 
απέδειξε το 1990 ο Wozniakowski  
 
Θεώρηµα Wozniakowski 
 

Έχουµε ότι:  , [ ] *2/12][ NN TfE =ε
 
Οπου η µέση τιµή Ε λαµβάνεται σε σχέση µε τις συναρτήσεις f που είναι 
κατανεµηµένες σύµφωνα µε Brownian µέτρο, το οποίο είναι ένα µέτρο του χώρου 
των συναρτήσεων: µε πιθανότητα 1, µια τέτοια συνάρτηση   είναι «ηµι-
διαφορίσιµη». Ειδικά, η µεταβλητότητά της είναι άπειρη. Σε αυτό το πλαίσιο 
µπορούµε να πούµε µε βεβαιότητα ότι η µεταβλητότητα δεν είναι καλός δείκτης 
του σφάλµατος της ολοκλήρωσης. Αφού η ταυτότητα στο θεώρηµα του 

)(xf
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Wozniakowski είναι µια ισότητα, έπεται ότι η L-τετράγωνο ασυµφωνία  
συµφωνεί όντως µε το τυπικό µέγεθος του σφάλµατος στην quasi-Monte Carlo 
ολοκλήρωση. Επιπλέον, η υπολογιστική εµπειρία µας δείχνει ότι συνήθως οι 
ασυµφωνίες T  και  είναι του ίδιου µεγέθους. 

*
NT

*
N ND

DN

≤N

Γι’ αυτούς τους λόγους, προσπαθούµε να κατασκευάσουµε ακολουθίες τυχαίων 
αριθµών µε χαµηλή ασυµφωνία. 
 
 
6.5  Βασικές Γεννήτριες quasi-τυχαίων αριθµών 
 
Μια άπειρη ακολουθία {  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη αν: }nx

  0lim =
∞→ NN

D  

 
Μια ακολουθία λέγεται quasi-τυχαία ακολουθία αν: 

    ( ) 1log −≤ NNc k

 
όπου c και k είναι σταθερές ανεξάρτητες του αριθµού των δειγµάτων Ν, αλλά 
µπορεί να εξαρτώνται από τη διαστάση d. Ιδιαίτερα, είναι δυνατό να 
κατασκευάσουµε ακολουθίες για τις οποίες ισχύει : k = d.  Είναι σύνηθες επίσης 
να λέµε ότι µια ακολουθία είναι quasi-τυχαία µόνο αν ο εκθέτης k είναι ίσος µε τη 
διάσταση d της ακολουθίας. 
Σε πρακτικούς υπολογισµούς, δεν ενδιαφερόµαστε τόσο να βρούµε µια 
πεπερασµένη ακολουθία  που πετυχαίνει την µικρότερη ασυµφωνία 
για κάποιο δεδοµένο Ν, αλλά µια άπειρη ακολουθία που τα πρώτα Ν στοιχεία της 
έχουν µικρή ασυµφωνία. Τα πλεονεκτήµατα είναι ότι µπορούµε να αλλάξουµε την 
τιµή του Ν  σε µια quasi-Μonte Carlo ολοκλήρωση χωρίς να χάσουµε τις 
προηγούµενα υπολογισµένες συναρτησιακές τιµές. Στην πράξη, χρησιµοποιούµε 
συγκεκριµένες ακολουθίες για τις οποίες γνωρίζουµε ότι η ασυµφωνία είναι 

µικρότερη από  για κάποιο συγκεκριµένο k. ∆ηλαδή, 
πρέπει να τονιστεί ότι οι καλά-κατανεµηµένες ακολουθίες είναι σχεδιασµένες για 
να είναι καλά κατανεµηµένες για κάποιο συγκεκριµένο αριθµό διαστάσεων και όχι 
για κάθε αριθµό διαστάσεων.  

Nxxx ,...,, 21

( )log NN k 1−cD

 
Η βασική ιδέα της χαµηλής ασυµφωνίας είναι συνδεδεµένη µε την ιδιότητα ότι οι 
διαδοχικοί αριθµοί προστίθενται σε µια θέση όσο πιο µακρυά γίνεται από τους 
προηγούµενους αριθµούς της ακολουθίας, δηλαδή αποφεύγοντας τον 
συστοιχισµό (οµάδες αριθµών κοντά µεταξύ τους - clustering). Η ακολουθία έτσι 
κατασκευάζεται βάση ενός σχήµατος στο οποίο κάθε σηµείο απωθείται από τα 
άλλα. Έτσι αν η ιδέα για τα σηµεία είναι να αποφεύγουν όσο το δυνατόν τα 
υπόλοιπα, αυτό που πρέπει να κάνουν οι αριθµοί που παράγονται διαδοχικά 
είναι να καλύπτουν τα κενά που άφησαν οι προηγούµενοι αριθµοί µεταξύ τους. 
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Η επόµενη εικόνα δείχνει ακριβώς αυτή τη δυναµική γεµίσµατος των κενών από 
την quasi-ακολουθία Van der Corput (1935) σε βάση 2, η οποία είναι ο θεµέλιος 
λίθος πολλών σηµαντικών ακολουθιών χαµηλής ασυµφωνίας. Η ακολουθία 
ξεκινά από το 0 και περιορίζεται στο διάστηµα [0,1) µε τους πρώτους 16 (n=0 
…15) αριθµούς να δίνονται από : 

 
Χρησιµοποιούµε το διάστηµα [0,1) για τον ορισµό της ακολουθίας, κλειστό στο 0, 
γιατί από εκεί ξεκινά η ακολουθία, αλλά ανοικτό στο 1, γιατί η ακολουθία ποτέ δεν 
φτάνει τον αριθµό 1, αν και για πολύ µεγάλο n µπορούµε να πάρουµε αριθµούς 
οσοδήποτε κοντά στο 1 θέλουµε. 
Όπως φαίνεται στην παραπάνω φωτογραφία δεν υπάρχουν συστοιχισµοί 
σηµείων και αυτό είναι ακριβώς ότι θέλαµε να πετύχουµε. 
Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται καθαρά ότι η ακολουθία Van der Corput 
επιδεικνύει µια κυκλικότητα που µπορεί να είναι πρόβληµα για πολλές 
εφαρµογές: πηγαίνει προς το 1 και γυρνάει πίσω σε κύκλους δύο σηµείων. 
Πρακτικά µπορούµε µε µια τυχαία µετάθεση της ακολουθίας να εξαλείψουµε 
αυτήν την εξάρτηση. 
 

 
Αυτή δεν είναι η µόνη δυνατή ακολουθία Van der Corput. Μπορούµε να 
κατασκευάσουµε άλλες ακολουθίες αλλάζοντας βάση σε κάποιον άλλο πρώτο 
αριθµό. ∆ιαφορετικές βάσεις µας δίνουν διαφορετικό µήκος κύκλων, πλήθος 
αριθµών που καλύπτουν το διάστηµα [0,1) σε κάθε κύκλο. Στην βάση 2, τα ζεύγη 
(0, 1/2 ) και (1/4, 3/4) είναι τα πρώτα δύο ζεύγη. Στην βάση 3, για παράδειγµα, η 
ακολουθία έχει µήκος κύκλων 3, και είναι πάει ως εξής: 
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0, 1/3 ,  2/3 ,  1/9 , 4/9 , 7/9 ,  2/9 , 5/9 , 8/9 , 1/27 , 10/27, 19/27, … 

 
όπου ο πρώτος κύκλος είναι (0, 1/3, 2/3). 
 
Η παραγωγή της ακολουθίας Van der Corput, για το n-ιοστό στοιχείο και σε βάση 
b, γίνεται µε την εξής διαδικασία 3 βηµάτων: 
 
I. Ο αριθµός n µε βάση το 10, αναπτύσσεται σε βάση b. Για παράδειγµα το 

τέταρτο στοιχείο (n=4) σε βάση 2 θα γίνει: 
 2

012
10 1002020214 =×+×+×=

II. Ο αριθµός που πήραµε για τη βάση b, κατοπτρίζεται γύρω από τη 
δεκαδική τελεία. Στο παραπάνω παράδειγµά µας παίρνουµε 001  0.001 

III. Παίρνουµε τον αριθµό σε βάση 10 που αντιστοιχεί στον αριθµό σε βάση 2: 
Στο παράδειγµά µας ο αριθµός 0.001 βάσης 2, αντιστοιχεί στον δεκαδικό 
1/8 , αφού . Άρα ο 
τέταρτος αριθµός της ακολουθίας µας είναι ο 0.125. 

1010
321

2 125.08/1212020001.0 ==×+×+×= −−−

 
Τα παραπάνω βήµατα µπορούν να συνοψιστούν σε δύο εξισώσεις. Στην πρώτη 
παίρνουµε τα αντιστραµµένα  ψηφία  του n στη βάση b, ενώ στην δεύτερη 
εξίσωση παίρνουµε τον αντίστοιχο του  δεκαδικού n αριθµό της ακολουθίας Van 
der Corput: 

ja

   n  ∑
=

=
m

j

j
j bna

0
)(

   b  ∑
=

−−=Φ=
m

j

j
jb bnann

9

1)()()(

 
όπου τα  και πεπερασµένος αριθµός από αυτά είναι µηδεν. { 1,...,1,0)( −∈ bna j }
Έτσι παίρνουµε ότι ο n-ιοστός αριθµός της ακολουθίας θα δίνεται από : 
    n=0,1…. )(nx bn Φ=
 
Προφανώς κάθε φορά που το Ν είναι δύναµη του 2, τα σηµεία  
απέχουν εξίσου στο [0,1) και έτσι έχουν την µικρότερη ασυµφωνία. Εν γένει, η 
ασυµφωνία της ακολουθίας Van der Corput ικανοποιεί την : 

110 ,...,, −Nxxx

   ( )NNOSDN log~)( 1* −  
 
Μια γενίκευση είναι οι ακολουθίες Halton. Στις k διαστάσεις, παίρνουµε µια 
ακολουθία βάσεων  πρώτων αριθµών, συνήθως οι πρώτοι k πρώτοι. 
Χρησιµοποιούµε µετά διαφορετική βάση για κάθε στοιχείο του αριθµού Halton 

. Έχουµε δηλαδή: 

kppp ,...,, 21

nx

  ( ))(),....,(),(
21

nnnx
kpppn ΦΦΦ=  

 

Καλαµαράς ∆ηµήτρης – α.µ. 137  36



– Π.Μ.Σ. Μαθηµατικού 2001-02 – «Αριθµητική Ανάλυση» - 

Οπότε για να πάρουµε κάθε ένα στοιχείο του , αναπτύσσουµε κάθε φορά στην 
βάση , στον ι-στο πρώτο, και αντιστρέφουµε γύρω από τη δεκαδική τελεία. 

nx

ιp
Η ασυµφωνία των ακολουθιών Halton είναι φραγµένη: 

  ( ) 1log)( −≤ NNcHaltonD d
dN  

 
όπου η σταθερά c εξαρτάται από την διάσταση d.  
 
Επιπλέον  quasi-τυχαίες ακολουθίες υπάρχουν: 
Haselgrove (1961) 
Faure (1982) 
Sobol’ (1967, 1976) 
Niederreiter (1992) 
Owen (1995) 
 
Για όλες αυτές τις ακολουθίες µε ασυµφωνία της τάξης του ( )( )1log −NNO d , η 
ανισότητα Koksma-Hlawka συνεπάγεται ότι το σφάλµα ολοκλήρωσης είναι του 
ίδιου µεγέθους, δηλαδή: 
    1)(log][][ −≤ NNfVcf dε
 
 
6.6 Περιορισµοί  

 
H ανισότητα Koksma-Hlawka και τα φράγµατα της ασυµφωνίας για µια quasi-
τυχαία ακολουθία συνεπάγονται ότι η σύγκλιση της quasi-Μonte Carlo είναι πιο 
γρήγορη από την κλασσική ΜC. Από την άλλη πλευρά υπάρχουν αρκετοί 
περιορισµοί στην αποτελεσµατικότητα των qMC µεθόδων. 
Πρωτον, δεν υπάρχει θεωρητική βάση για εµπειρικές εκτιµήσεις της ακρίβειας 
των quasiΜC µεθόδων. Ενώ όπως είδαµε προηγούµενα το Κεντρικό Οριακό 
Θεώρηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ελέγξουµε την ακρίβεια της 
κλασσικής Monte Carlo και για να προβλέψουµε τον απαιτούµενο αριθµό Ν 
δειγµάτων για µια συγκεκριµένη ακρίβεια. Αφού δεν υπάρχει ΚΟΘ για τις quasi-
Monte Carlo ακολουθίες δεν υπάρχει αντίστοιχα εµπειρική εκτίµηση σφάλµατος 
για την quasi-Monte Carlo. Από την άλλη πλευρά, η εµπιστοσύνη στην ακρίβεια 
της quasi-ΜC ολοκλήρωσης προκύπτει από την εκλέπτυνση ενός συνόλου 
υπολογισµών.  
∆εύτερον, οι quasi-Monte Carlo µέθοδοι έχουν σχεδιαστεί για την ολοκλήρωση 
και δεν είναι απευθείας εφαρµόσιµες στην προσοµείωση γενικά. Αυτό οφείλεται 
στις συσχετίσεις µεταξύ των σηµείων µιας quasi-τυχαίας ακολουθίας. Όµως, σε 
πολλές προσοµειώσεις το επιθυµητό αποτέλεσµα είναι µια µέση τιµή µιας 
ποσότητας, που µπορεί να γραφτεί σαν ένα πολυδιάστατο ολοκλήρωµα στο 
οποίο η quasi-Monte Carlo µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Πράγµατι, µπορούµε να 
θεωρούµε τις διαφορετικές διαστάσεις ενός quasi-τυχαίου σηµείου σαν 
ανεξάρτητες µεταξύ τους, έτσι ώστε οι quasi-τυχαίες ακολουθίες να µπορούν να 
αναπαριστούν µια προσοµείωση διανέµοντας µια διάσταση σε κάθε βήµα χρόνου 
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ή απόφαση. Αυτή η προσέγγιση συχνά απαιτεί µια υψηλής διάσταση quasi-
τυχαία ακολουθία. 
Τρίτον, η quasi-Monte Carlo ολοκλήρωση φαίνεται να χάνει την 
αποτελεσµατικότητά της όταν η διάσταση του ολοκληρώµατος γίνεται µεγάλη. 
Αυτό µπορεί να προεξοφληθεί από το φράγµα ( )( )1log −NNO d  της ασυµφωνίας. 
Για µεγάλο d, πολλές διαστάσεις, αυτό το φράγµα κυριαρχείται από τον 
λογαριθµικό όρο εκτός αν: 

    dN 2>
Τέταρτον, η quasi-Monte Carlo ολοκλήρωση φαίνεται να χάνει επίσης την 
αποτελεσµατικότητά της αν η προς ολοκλήρωση συνάρτηση δεν είναι λεία. Ο 
παράγοντας της µεταβλητότητας V[f] στην ανισότητα Koksma-Hlawka είναι ένας 
δείκτης αυτής της εξάρτησης, αν και στην πραγµατικότητα βρίσκουµε ότι αν η 
συνάρτηση είναι έστω και λίγο λεια, κάπου µεταξύ της συνέχειας και 
διαφορισιµότητας, είναι αρκετό. Αυτός ο περιορισµός είναι σηµαντικός, αφού 
πολλές µέθοδοι Monte Carlo εµπλέκουν αποφάσεις κάποιου είδους, που 
συνήθως αντιστοιχούν σε πολλαπλασιασµό µε 0 ή 1. 
Τελικά, ένα σηµαντικό εµπειρικό συµπέρασµα είναι ότι  οι quasi-Monte Carlo 
µέθοδοι ολοκλήρωσης είναι σχεδόν τόσο ακριβείς όσο η κλασσική Monte Carlo 
ολοκλήρωση. Έτσι η «απώλεια της αποτελεσµατικότητας» παραπάνω σηµαίνει 
πρακτικά ότι η quasi-Monte Carlo λειτουργεί όχι καλύτερα από την κλασσική 
Monte Carlo.  
Στον παρακάτω πίνακα, έχουµε µια σύγκριση των quasi-ΜC και της κλασσικής 
Monte Carlo, για τον αριθµό των διαστάσεων d και τον αριθµό των δειγµάτων Ν, 
όπου στις quasi-Monte Carlo δίνεται τόσο η βέλτιστη περίπτωση όπου το 
σφάλµα ολοκλήρωσης είναι της τάξης του 1/Ν όσο και η χειρότερη περίπτωση 
όπου το σφάλµα έχει την τιµή του άνω φράγµατος: 

 
 
 
Επιπλέον, πολλές αλλά όχι όλες, οι quasi ακολουθίες έχουν την εξής ιδιότητα.  
Όλες οι µονοδιάστατες προβολές της ακολουθίας, δηλαδή όλα τα µονά στοιχεία, 
είναι πολύ καλά εξίσου κατανεµηµένα. Αυτό συνεπάγεται ότι κάθε συνάρτηση 
που αποτελείται από άθροισµα µονοδιάστατων συναρτήσεων θα ολοκληρωθεί 
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πολύ καλά από µια τέτοια quasi-Monte Carlo µέθοδο. Ιδιαίτερα, οι quasi-Monte 

Carlo µέθοδοι δουλέυουν πολύ καλά για γραµµικές συναρτήσεις: . 

Τώρα ας θεωρήσουµε τις δυσδιάστατες αναπαραστάσεις. Για µια οπτική 
αναπαράσταση της αναποτελεσµατικότητας των quasi-τυχαίων ακολουθιών όταν 
οι διαστάσεις µεγαλώνουν, παρουσιάζουµε στα επόµενα σχήµατα 
αναπαραστάσεις της ακολουθίας Halton . Θυµίζουµε ότι η ακολουθία Halton 
χρησιµοποιεί ένα διαφορετικό πρώτο αριθµό ως βάση σε κάθε διάσταση. Για την 
πρώτη διάσταση χρησιµοποιεί τον 2, για την δεύτερη τον 3, για την τρίτη τον 5, 
για την τέταρτη το 7 και ούτω καθ’ εξής. Υψηλότερη βάση σηµαίνει µεγαλύτερο 
κύκλο και υπολογιστικό χρόνο. Για την περίπτωση των δύο διαστάσεων, η 
προβολή της Halton για 1000 πρώτα σηµεία είναι η εξής: 

∑≈
d

i
ii xaf )(x

 

Στο παραπάνω σχήµα, η ακολουθία Halton έχει εκκινήσει από το n=16 και όχι 
n=1. Αυτό δεν ενοχλεί αφού η ακολουθία διατηρεί τα χαρακτηριστικά της, έτσι 
ώστε να µην είναι απαραίτητο να ξεκινάµε από το n=0 ή n=1. Επιπλέον 
υπάρχουν κάποια πλεονεκτήµατα αν αποκόπτουµε τους κάποιους n πρώτους 
όρους της ακολουθίας για να βελτιώνουµε την απόδοση της σε υψηλές 
διαστάσεις (Galanti & Yung, 1997 pp 69).  Η σύγκριση µε το αντίστοιχο γράφηµα 
για τους 1000 πρώτους αριθµούς από µια γεννήτρια ψευδο τυχαίων αριθµών 
(Excel)  είναι άµεση. 
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Σε αυτό το σχήµα φαίνονται καθαρά τα κενά και οι συστοιχισµοί.  
Το βασικό πρόβληµα όµως των quasi-τυχαίων ακολουθιών είναι ο εκφυλισµός 
τους καθώς οι διαστάσεις µεγαλώνουν. Η διαδικασία παραγωγής οµοιόµορφα 
κατανεµηµένων σηµείων στον µοναδιαίο υπερκύβο d διαστάσεων γίνεται 
αυξητικά δύσκολη καθώς το d µεγαλώνει, αφού ο χώρος που πρέπει να καλυφθεί 
γίνεται πολύ µεγάλος.  
Η υψηλής διάστασης ακολουθία Halton εµφανίζει µεγάλα µήκη κύκλων , λόγω 
της βάσης µεγάλου πρώτου αριθµού. Για παράδειγµα στην διάσταση d=50, 
χρησιµοποιείται ως βάση ο 50ος πρώτος αριθµός 229, Το µεγάλο µήκος του 
κύκλου σηµαίνει ότι η υψηλής διάστασης ακολουθία χρειάζεται αρκετούς 
αριθµούς για να καλύψει πλήρως το διάστηµα [0,1). Αυτό συνεπάγεται ότι η 
ταχύτητα παραγωγής των αριθµών που θα καλύπτουν περισσότερο το διάστηµα 
θα µειώνεται καθώς οι διαστάσεις αυξάνονται. 
Παρακάτω φαίνεται η ακολουθία Halton για τις 20χ21 διαστάσεις και βλέπουµε 
ήδη τα κενά και τον εκφυλισµό: 
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Το παρακάτω σχήµα δείχνει ότι  ενώ η ακολουθία φαίνεται ακόµη οµοιόµορφη 
στις δύο διαστάσεις, εµφανίζει συσχετισµούς µεταξύ των διαστάσεων. Έτσι η 
ακολουθία Halton γίνεται µη ικανοποιητική µετά από την 14 διάσταση περίπου. 
 
 

 
 
Στην πράξη, αποφεύγουµε να την χρησιµοποιούµε για περισσότερες από 6 – 8 
διαστάσεις. 
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7. Παραδείγµατα 
 
Τα παρακάτω παραδείγµατα είναι από µια εργασία του Austen McDonald, πάνω 
στην ολοκλήρωση Monte Carlo (βλ. Βιβλιογραφία 8). Τα σχήµατα, όπως 
αναφέρει, παρήχθησαν από πειράµατα Monte Carlo σε ένα Sun Server µε 4 
επεξεργαστές ταυτόχρονα σε λειτουργία.  

Α) Προσέγγιση του ολοκληρώµατος  ∫
−

1

1

)sin( dxx

Το ολοκλήρωµα του ηµιτόνου από το –1 εώς το 1, εκτιµήθηκε 100 φορές 
χρησιµοποιώντας τόσο την κλασσική Monte Carlo (µε την γεννήτρια 
ψευδοτυχαίων αριθµών Mersenne Twister 19937 που έχει περίοδο ) όσο 
και τη quasi Monte Carlo µε µια quasi-ακολουθία Sobol’ , µε αριθµό σηµείων 
n=400.000. Τα παρακάτω σχήµατα είναι σαφή και δείχνουν ότι για τον ίδιο 
αριθµό σηµείων n, η ακρίβεια της quasi-MC είναι περίπου δύο τάξεις µεγέθους 
καλύτερη. 

1219937 −

 
 
 

B) Προσέγγιση του ολοκληρώµατος ∫
1

0

1 dx
x  

Το παράδειγµα αυτό είναι παραστατικό για την αξία των πληροφοριών που 
(πρέπει να) έχουµε για την προς ολοκλήρωση συνάρτηση. Είναι σηµαντικό να 
γνωρίζουµε που η συνάρτηση είναι µη φραγµένη, δηλαδή που τείνει στο άπειρο. 
Σε αυτές τις περιοχές η Monte Carlo, συνήθως δίνει ανακριβείς εκτιµήσεις, αφού 
δεν υπάρχει φράγµα της συνάρτησης γύρω από αυτά τα σηµεία.  Στο 
παράδειγµά µας έχουµε 1/x  άπειρο, καθώς x  0 . Στο παρακάτω σχήµα 
φαίνονται τα αποτελέσµατα που µας έδωσε η quasi-Monte Carlo µε ακολουθίες 
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Sobol’. Παρατηρούµε ότι η προσέγγιση δεν διακυµαίνεται πολύ για δεδοµένο n, 
ακόµη και αν ανεβάσουµε τον πλήθος των δειγµάτων από 40000 σε 100 
εκατοµµύρια. Είναι προφανές ότι είναι µια τελείως ανακριβής εκτίµηση.  
 

 
 
 
 

Γ) Υπολογισµός του ολοκληρώµατος ∫ −=
b

a

t dteI 2/2

2
1
π  

 
Το ολοκλήρωµα αυτό εκφράζει στην ουσία (Κ.Ο.Θ) τη πιθανότητα µια stantard 
κανονική µεταβλητή να πάρει τιµές στο διάστηµα [α,b]. To ολοκλήρωµα αυτό δεν 
υπολογίζεται εύκολα γιατι δεν έχει απλή ολοκλήρουσα.  Συνήθως, 
χρησιµοποιούµε πίνακες.  
Εκτιµούµε το ολοκλήρωµα αυτό χρησιµοποιώντας Hit or Miss και κλασσική 
Monte Carlo. Θεωρούµε α=0, b=1,  µε πλήθος σηµείων n να κυµαίνεται από 
40.000 εώς 12 εκατοµµύρια µε βήµατα των 40.000. Η πραγµατική απάντηση σε 
12 σηµαντικά ψηφία είναι: 0.341344746069. 
 
Αποτυχία ή Αστοχία (Hit or Miss)  
 
H  µέθοδος αυτή όπως φαίνεται από το σχήµα έχει περιορισµένη αλλά ακόµη 
αποδεκτή ακρίβεια. Για την τιµή n=40000 επέστρεψε µια εκτίµηση ακριβή σε 
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τέσσερις δεκαδικές θέσεις.  Με το τέλος του πειράµατος η ακρίβεια είχε ανέβει 
στις έξι δεκαδικές θέσεις.  
 
 

 
 
 
Κλασσική Monte Carlo 
 
H διαφορά της Monte Carlo µε την Hit or Miss είναι ξεκάθαρη. Η εκτίµηση που 
µας δίνει µε 40000 σηµεία είναι ακριβής σε 5 σηµαντικά ψηφία, όσα δηλαδή η Hit 
or Miss µε 1.3 εκατοµµύρια σηµεία! Με 20 εκατοµµύρια ψηφία, η MC έχει φτάσει 
στις εννιά δεκαδικές θέσεις ακρίβειας. 
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Μία ακόµη ενδιαφέρουσα αλλά αρκετά αναµενόµενη παρατήρηση είναι και στις 
δύο µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν η αύξηση της ακρίβειας ήταν 
ασυµπτωτική. ∆ηλαδή, όσο το n ήταν µικρό, µία µικρή αύξηση του προκαλούσε 
µια σχετικά µεγάλη αύξηση στην ακρίβεια. Όµως, όταν το n είχε γίνει ήδη αρκετά 
µεγάλο, µια σηµαντική αύξηση στην ακρίβεια απαιτούσε ένα πολύ µεγάλο 
«άλµα» στον αριθµό των τυχαίων τιµών n.  Για παράδειγµα, στην κλασσική 
Monte Carlo, για τις τιµές του n µεταξύ των 6 εκαταµµυριών και των 12 
εκατοµµυριών υπάρχει πολύ µικρή αύξηση στην ακρίβεια αν και πρακτικά ο 
αριθµός των τυχαίων αριθµών που χρησιµοποιούνται διπλασιάζεται.  
Το παρακάτω διάγραµµα δείχνει τη σχέση χρόνου-αριθµού δειγµάτων που 
χρησιµοποιούνται και προφανώς προκύπτει µια γραµµική σχέση: 
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∆) Πενταδιάστατο Υπερ-Παραβολοειδές 
 
Θα ήταν παράλογο όντως να προσπαθούσαµε να υπολογίσουµε το παρακάτω 
ολοκλήρωµα του πενταδιάστατου υπερ-παραβολοειδούς: 
 

( ) 54321
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1
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1 dxdxdxdxdxxxxxx∫ ∫ ∫ ∫ ∫

− − − − −

++++  

 
µε κάποια αριθµητική µέθοδο πλέγµατος ή µε την Ριµάνεια µέθοδο αθροίσµατος. 
Καταρχάς,  λύνεται µε αναλυτικό τρόπο εύκολα και είναι 160/3=53.3333…. . 
Ας δούµε όµως η Monte Carlo , πόσο ακριβής είναι γι’ αυτό το ολοκλήρωµα. 
 
Επιτυχία ή Αστοχία 
Με την επιτυχία ή αστοχία (Hit or Miss Method) φτάνουµε σε ένα παρόµοιο µε το 
προηγούµενο παράδειγµα συµπέρασµα. Η εκτίµηση δεν είναι τόσο καλή όσο θα 
µπορούσε να είναι. Καταρχάς φαίνεται να υπάρχει µεγάλη διασπορά στις 
εκτιµήσεις για µικρό n. Για n=40000, η εκτίµηση είναι 53.274 και διακυµαίνεται 
µεταξύ 53.2 και του 53.5 µέχρι ο αριθµός των τυχαίων σηµείων να γίνει  
n=800.000. Μια λογική εξήγηση γι’ αυτό πρέπει να είναι η µεγάλη διάσταση. Από 
το σηµείο αυτό µέχρι και το τέλος του πειράµατος πετυχαίνουµε µόνο µια 
επιπλέον δεκαδική θέση.  Φαίνεται λοιπόν ότι η άποψη που διατυπώσαµε στην 
αρχή πως η Αποτυχία ή Αστοχία είναι αργή και µικρής ακρίβειας είναι αληθής. 
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Κλασσική Monte Carlo 
 
Για n=40.000 παίρνουµε ένα αποτέλεσµα ακριβές για 4 σηµαντικά ψηφία, δηλαδή 
για δύo δεκαδικές θέσεις. Παρατηρούµε ότι η ακρίβεια είναι µικρότερη από ότι 
ήταν στο προηγούµενο παράδειγµα της µονοδιάστατης περίπτωσης. Μπορούµε 
να υποθέσουµε λογικά ότι αυτό οφείλεται στις περισσότερες διαστάσεις. Επίσης, 
η ακρίβεια εµφανίζει την ίδια ασυµπτωτική συµπεριφορά όπως και πριν.  
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Το παρακάτω γράφηµα εµφανίζει την σχέση χρόνου-αριθµού δειγµάτων : 
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Παρατηρούµε ότι ο χρόνος είναι γραµµικός, µόνο που έχει αυξηθεί δραστικά. 
Αυτό σίγουρα οφείλεται στο ότι παράγουµε πολύ περισσότερα σηµεία στην 
πολυδιάστατη περίπτωση –άν έχουµε n σηµεία στις m διαστάσεις κάθε σηµείο 
έχει m συνιστώσες, συνολικά παράγουµε nm σηµεία. Προφανώς όµως αυτή η 
αύξηση δεν είναι τίποτε µπροστά στο χρόνο που θα µας έπαιρνε για να 
υπολογίζαµε το ολοκλήρωµα µε κάποια κλασσική αριθµητική µέθοδο, όπως µε το 
Ριµάνειο άθροισµα.  
 
Από τα τελευταία παραδείγµατα επιβεβαιώθηκε η υπόθεση µας ότι η κλασσική ή 
δειγµατικού µέσου (sample mean) Monte Carlo είναι πολύ καλύτερη από την 
«Αστοχία ή Επιτυχία» . Επίσης, είδαµε στην πράξη την ασυµπτωτική 
συµπεριφορά των εκτιµήσεων αλλά και την γραµµική εξάρτηση του χρόνου 
υπολογισµού από τον αριθµό των δειγµάτων n. Τέλος, φάνηκε, αν και δεν 
υπάρχουν σαφείς ενδείξεις για επιχειρήµατα, ότι η Monte Carlo έχει και αυτή 
κάποιο, αν και αρκετά µικρό, πρόβληµα µε την διαστατικότητα.  
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